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Kurzfassung

Auf der Basis von HOLC (Higher-Order Logic with Classes) wird die bekannte Logik LCF
(Scott: Logic of Computable Functions) durch konservative Theorieerweiterungen entwickelt.
Dadurch entsteht die LCF-Variante hoherer Stufe HOLCF (Higher-Order Logic of Computa-
ble Functions).

Die als Basis benutzte Logik HOLC ist eine Version der klassischen Logik héherer Stufe HOL
(Church, Gordon), die neben einem Hindley/Milner Polymorphismus zusitzlich das Konzept
von Typklassen dhnlich dem der Programmiersprache HASKELL zur Verfiigung stellt. Typ-
klassen bieten im Gegensatz zum einfachen Hindley/Milner Polymorphismus die Méglichkeit,
den Grad der Polymorphie einer Funktion oder eines Typkonstruktors genauer zu dosieren.

Fiir diese Version von HOL lag bereits eine Instanz im generischen Theorembeweiser Isa-
belle vor (Paulson, Nipkow). Um allerdings die Methode der konservativen Erweiterung von
HOL an die Variante HOLC anpassen zu konnen, wird in der vorliegenden Arbeit als erstes
eine Semantik fiir HOLC entwickelt, die dann als Grundlage fiir die Definition konservati-
ver FErweiterungsmechanismen im Zusammenhang mit Typklassen dient. Fine Theorie Ths
wird hierbei als konservative Erweiterung der Theorie Th bezeichnet, wenn jedes Modell der
Theorie Thy streng persistent zu einem Modell der Theorie Th, erweitert werden kann.

Anschlieflend wird die Logik HOLC durch konservative Theorieerweiterung schrittweise um
Begriffe fiir Bereichstheorie erweitert. Das Endergebnis dieser Entwicklung ist HOLCF, eine
in HOLC formalisierte Theorie fiir Bereiche, die die Logik LCF vollstindig beinhaltet. In
HOLCEF sind Begriffe wie w-Ketten, (kleinste) obere Schranken, Stetigkeit von Funktionen
oder zulissige Priadikate explizit definiert.

Die Erweiterung von HOLC um die Logik von LCF erfordert aber die saubere Trennung
zwischen Typen, die nur als Mengen ohne zusidtzliche Struktur interpretiert werden (Men-
gentypen) und Typen, die zum Beispiel als Mengen mit w-cpo Struktur interpretiert werden
(Bereichstypen). Dieses technische Problem wird mit Hilfe der Typklassen gelost. Insbe-
sondere konnen mittels Typklassen der Typkonstruktor fiir den vollen Funktionenraum iiber
Mengentypen und der Typkonstruktor fiir den Raum der stetigen Funktionen tiber Bereichs-
typen syntaktisch unterschieden werden. Fiir beide Funktionstypen gibt es in HOLCEF eine
separate A\-Abstraktion und Applikation.

Die Erweiterung von HOLC um LCF in kleinen, konservativen Teilschritten war die technische
Herausforderung der Arbeit. Um nicht nur die theoretische Machbarkeit sondern auch die
praktische Durchfiihrbarkeit und Benutzbarkeit der Erweiterung zu demonstrieren, wurde
diese mit dem generischen Theorembeweiser Isabelle durchgefiihrt. Somit steht eine sehr
leistungsfahige Implementierung der Logik HOLCF zur Verfiigung.
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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Einleitung

Alle technischen Disziplinen, die in irgendeiner Weise in die industrielle Produktentwicklung
involviert sind, haben iiber kurz oder lang sowohl Formalismen zur Quantifizierung von Qua-
litdt als auch spezifische Formen der Kommunikation entwickelt. FEin exzellentes Beispiel
hierfiir bietet der Maschinenbau mit seiner immensen Anzahl von Normen und seiner streng
reglementierten Form der Kommunikation, den Konstruktionszeichnungen.

Ein formaler Begriff von Qualitit sowie eine technikspezifische Form der Kommunikation sind
die Grundvoraussetzungen fiir die ingenieurhafte Anwendung einer technischen Disziplin, und
diese wiederum ist Voraussetzung fiir eine erfolgreiche Anwendung in der industriellen Praxis.

Dariiber hinaus ist es fiir den Einsatz in der Praxis wichtig, dafl der Beschreibungsrahmen,
die Kommunikationsform, méglichst stufenlos ineinander iibergreifende Abstraktionsebenen
zuldflt, die zudem noch nahtlos in die semiformale bzw. informelle Beschreibungsebene iiber-
gehen sollten. Das eben angefithrte Beispiel des Maschinenbaus zeigt, dafi dies durchaus
moglich ist.

Die Herstellung von Software gleicht zu einem sehr grofien Prozentsatz der Herstellung be-
liebiger anderer Produkte, und in der industriellen Praxis bewihrte Methoden der Produkt-
entwicklung und der Qualitdtssicherung finden bis zu einem gewissen Grad ihre Anwendung.
Diese angepafiten Methoden stellen den Hauptanteil dessen, was heute unter dem Schlagwort
Software—Engineering bekannt ist. Ein prominentes Beispiel hierfiir ist die in Grofibritannien
entwickelte SSADM-Methode [DCC92], die in der Industrie auch eingesetzt wird.

Der Nachteil der gerade erwdhnten Methoden besteht darin, dafl sie eben nur angepafite
Methoden sind und der spezifischen Problematik der Softwareentwicklung nur bis zu einem
gewissen Grad gerecht werden. Dies wird besonders deutlich, wenn man bedenkt, daff das
Endprodukt jeder Softwareentwicklung ein Programm ist, ein vollstindig formales Objekt.
Die bekannten Software-Engineering-Methoden arbeiten jedoch bestenfalls mit semiformalen
Techniken.

Um aber die Qualitit eines Softwareprodukts exakt quantifizieren zu kénnen, bedarf es eines
Formalismus, der in der Lage ist, die Anforderungen an das Produkt, den Entwicklungsprozefl
und auch sein Endprodukt, das Programm, in einem einheitlichen Rahmen darzustellen.



2 Einfithrung

Ein Riickblick in die noch sehr kurze Geschichte der Informatik zeigt, dafi ein Grofiteil der
wissenschaftlichen Bemiihungen auf dem Gebiet der Entwicklung von Programmiersprachen,
Spezifikationssprachen und Methoden der Programmentwicklung und Verifikation darauf ge-
richtet war (und noch immer ist), einen solchen Rahmen zu schaffen.

Ein Beispiel fiir diese Art der Forschung ist das derzeit im Abschluf} befindliche BMFT!
Projekt KORSO? [HLR93, BW93]. In diesem Verbundprojekt wurde versucht, bereits eta-
blierte Techniken der Softwarespezifikation, der Softwareentwicklung und der Verifikation von
Software in einen einheitlichen Methoden— und Technikrahmen zu integrieren. Als Teil dieses
Projekts wurde an der Technischen Universitiat Miinchen unter der Leitung von Manfred Broy
die Spezifikationssprache SPECTRUM entwickelt. Fine Beschreibung der Sprache SPECTRUM
findet sich in [BFG*93a, BFG193b]. Die technischen Hintergriinde der Semantik und Logik,
fiir die Radu Grosu und ich verantwortlich waren, sind in [GR94] beschrieben.

Die hier vorliegende Arbeit ist ein Beitrag zur Fundierung von Sprachen bzw. Logiken wie
etwa SPECTRUM. Auf der Basis von HOLC (Higher-Order Logic with Classes) wird die
bekannte Logik LCFE (Scott: Logic of Computable Functions) [GMW79] durch konservative
Theorieerweiterungen entwickelt®. Dadurch entsteht die LCF-Variante héherer Stufe HOLCF
(Higher-Order Logic of Computable Functions).

Die als Basis benutzte Logik HOLC ist eine Version der klassischen Logik héherer Stufe HOL
[And86, Gor85, GM93], die neben einem Hindley/Milner Polymorphismus [Mil78, DM82]
zusitzlich das Konzept von Typklassen [NP93] dhnlich dem der Programmiersprache Has-
KELL [HJWO92] zur Verfiigung stellt. Typklassen bieten im Gegensatz zum einfachen Hind-
ley /Milner Polymorphismus die Moglichkeit, den Grad der Polymorphie einer Funktion oder
eines Typkonstruktors genauer zu dosieren. Fiir diese Version von HOL lag bereits eine In-
stanz im generischen Theorembeweiser Isabelle [Pau94] vor, um allerdings die Methode der
konservativen Erweiterung von HOL an die Variante HOLC anpassen zu kénnen, mufite in
der vorliegenden Arbeit erst noch eine Semantik fiir HOLC entwickelt werden.

Die Motivation fiir die Arbeit war der Umstand, dafl in der Logik LCF viele der semantischen
Eigenschaften der Logik syntaktisch nicht ausgedriickt werden kénnen bzw. die Handhabung
der Logik in einigen Féllen unbequem ist. Obwohl sie zentrale Begriffe der Semantik von
LCF sind, ist es in LCF zum Beispiel nicht moglich, explizit iber w-Ketten, (kleinste) obere
Schranken, Stetigkeit von Funktionen oder zuldssige Pridikate zu reden. In HOLC dagegen
konnen diese semantischen Konzepte explizit gemacht werden. Durch konservative Theorie-
erweiterung wird die Logik HOLC schrittweise um Begriffe fiir Bereichstheorie erweitert. Das
Endergebnis dieser Entwicklung ist HOLCEF', eine in HOLC formalisierte Theorie fiir Bereiche,
die die Logik LCF vollstindig beinhaltet.

Die oben angesprochene Erweiterung von HOLC um die Logik von LCF erfordert aber die
saubere Trennung zwischen Typen, die nur als Mengen ohne zusédtzliche Struktur interpretiert
werden (Mengentypen) und Typen, die zum Beispiel als Mengen mit w-cpo Struktur inter-
pretiert werden (Bereichstypen). Dieses technische Problem wird mit Hilfe der Typklassen
gelst. Insbesondere kénnen mittels Typklassen der Typkonstruktor fiir den vollen Funktio-
nenraum iiber Mengentypen und der Typkonstruktor fiir den Raum der stetigen Funktionen

! Bundesministerium fiir Forschung und Technik der Bundesrepublik Deutschland.
?Korrekte Software.
3eine Theorie Tho wird hierbei als konservative Erweiterung der Theorie T'hy bezeichnet, wenn jedes Modell

der Theorie Thi streng persistent [EGL89] zu einem Modell der Theorie Th, erweitert werden kann.
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iber Bereichstypen syntaktisch unterschieden werden. Fiir beide Funktionstypen gibt es in
HOLCF eine separate A-Abstraktion und Applikation.

Die Erweiterung von HOLC um LCF in kleinen, konservativen Teilschritten war die technische
Herausforderung der Arbeit. Um nicht nur die theoretische Machbarkeit sondern auch die
praktische Durchfiihrbarkeit und Benutzbarkeit der Erweiterung zu demonstrieren, wurde
diese mit dem generischen Theorembeweiser Isabelle durchgefiihrt. Somit steht eine sehr
leistungsfahige Implementierung der Logik HOLCF zur Verfiigung.

In den folgenden Abschnitten werde ich die Motivation und die Zielsetzung fiir meine Ar-
beit genauer beschreiben. Ich mdchte dabei historisch vorgehen und die Entwicklung der
Motivation und Zielsetzung aufzeigen. Zuerst werde ich in Abschnitt 1.2 einige Aspekte der
Spezifikationssprache SPECTRUM behandeln. Damit lassen sich die urspriinglichen Ziele fiir
meine Arbeit erkldren, die in Abschnitt 1.3 dargelegt sind. Fine konsequente Weiterfiihrung
der Gedankengénge fiihrt dann zu einer Erweiterung der Zielsetzung, was in Abschnitt 1.4
dargestellt ist. Die letztendlichen Ziele und die Thesen der Arbeit sind dann in Abschnitt 1.5
pragnant zusammengefaflt. Auf verwandte Ansédtze gehe ich kurz in Abschnitt 1.6 ein. Der
Abschnitt 1.7 iiber den Aufbau meiner Arbeit beschliefit dann dieses einfiithrende Kapitel.

1.2 Bemerkungen zur Spezifikationssprache SPECTRUM

Das wesentliche Entwicklungsziel fiir SPECTRUM war die Konzeption einer reichhaltigen Spe-
zifikationssprache, die es erlaubt, Software und, auf einem relativ abstrakten Niveau, auch
Hardware zu beschreiben. FEin besonderes Merkmal von SPECTRUM ist die Kombination
von Techniken aus der Schule der algebraischen Spezifikationssprachen ASL [SW&3], PLUSS
[Gau86], LARCH [GHWS85] und bekannten Techniken aus A-Kalkiil-basierten Programmier-
sprachen HaskerLn [HJW92], SML [HMMS86, Pau92] bzw. Logiken wie LCF [GMWT79).

Der algebraische Einflul beschrinkt sich im wesentlichen auf die Konstrukte des Spezifi-
zierens im Grofsen, d.h. der Kombination von Spezifikationseinheiten. Auf der Ebene des
Spezifizierens im Kleinen dominieren hingegen Konzepte der A-Kalkiil-basierten Program-
miersprachen, den sogenannten funktionalen Programmiersprachen. Hierzu zdhlen speziell
Funktionen hoherer Stufe (Funktionale) und ein polymorphes Typsystem mit Typklassen.

Fir die Konstrukte des Spezifizierens im Groflen wurde eine transformationelle Semantik
angegeben, die es erlaubt, komplexe hierarchische Spezifikationen in eine einzige flache Spe-
zifikation umzuformen, die nur noch Konstrukte des Spezifizierens im Kleinen enthélt. Diese
flachen Spezifikationen kénnen dann durch Expansion von Spezifikationsmakros* und einfache
syntaktische Transliteration in eine Logik iibersetzt werden, die im wesentlichen der Logik
LCF entspricht [Pus94a]. In dieser Logik kénnen dann Eigenschaften der Spezifikationen, wie
zum Beispiel die Erfiillung von Verifikationsbedingungen, hergeleitet werden.

Die Logik von SPECTRUM erlaubt die uneingeschrdnkte Formulierung von Axiomen der mehr-
sortigen Pridikatenlogik erster Stufe, wobei der Typ der stetigen Funktionen ebenfalls ein Typ
von Individuen ist, iiber die quantifiziert werden darf. Zudem stehen in eingeschrinkter Form
auch Konstrukte der zweiten Stufe zur Verfiigung, die die Formulierung von Induktionsprinzi-
pien fiir Datentypen erlauben. Somit kénnen in SPECTRUM nichtkonstruktive Spezifikationen

*dazu zahlen etwa das data-Konstrukt, sowie die Annotationen strict und total.
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formuliert werden, was sich im Hinblick auf den Abstraktionsgrad von Anforderungsspezi-
fikationen als vorteilhaft erwiesen hat [SHNRO93]. Natiirlich kann man bei entsprechender
Beschrankung auch konstruktive Spezifikationen schreiben, die direkt als Programme, spezi-
ell funktionale Programme, interpretiert werden kénnen. Die schrittweise Uberfithrung von
nichtkonstruktiven Anforderungssperzifikationen iiber eine Designspezifikation in eine ausfiihr-
bare Spezifikation wurde zum Beispiel in [SHNR93] vorgestellt und in [Pus94b] verifiziert.
Diese Methode stellt die im Umfeld der Sprache SPECTRUM favorisierte Entwicklungsme-
thode dar.

Wie oben bereits erwidhnt, ist die Logik von SPECTRUM der Logik LCF sehr &hnlich. Sie
unterscheidet sich jedoch auch in einigen Punkten von dieser.

Ein bei der Anwendung der Logik durchaus spiirbarer, wenn auch nicht allzu grofier Unter-
schied besteht darin, dafl SPECTRUM im Gegensatz zur zweiwertigen Logik von LCF eine
dreiwertige Logik benutzt. Die Verwendung der dreiwertigen Logik hat ihren Ursprung in
dem Wunsch, Formeln als Spezialfall von Termen des dreielementigen Datentyps bool zu be-
handeln. Somit muf} zumindest vom Typsystem her kein Unterschied mehr zwischen Formeln
und Termen des Typs bool gemacht werden. Uber die methodischen und auch didaktischen
Vorteile einer solchen Vereinheitlichung, die zum Beispiel durch die Verwendung von dreiwer-
tiger Logik erzielt werden kann, 148t sich streiten. Was allerdings die mit der dreiwertigen
Logik verbundenen Auswirkungen auf den Kalkiil von SPECTRUM und die daraus resultie-
rende umstindliche Handhabung des Kalkiils angeht [Pus94b], tendiere ich aufgrund meiner
mittlerweile erworbenen Erfahrung mit dem dreiwertigen Kalkiil von SPECTRUM und der in
dieser Arbeit vorgestellten zweiwertigen Logik HOLCF eindeutig wieder zur zweiwertigen

Logik.

Der wesentliche Unterschied zwischen der Logik von SPECTRUM und LCF besteht darin, dafi in
SPECTRUM neben dem Typ der stetigen Funktionen o — (3 iiber dem Argumentbereich® o und
dem Bildbereich § auch der Typ aller totalen Funktionen o = 8 von a nach g zur Verfiigung
steht®. Diese Erweiterung gegeniiber LCF erméglicht die Kodierung von Pridikaten iiber
dem Bereich a als volle Funktionen vom Typ a = bool, wie sie aus impradikativen Logiken
der hoheren Stufe, etwa HOL [And86, Gor85, GM93], bekannt ist. Die Verwendung von
beliebigen Pradikatensymbolen ist bereits ein deutlicher Schritt iiber LCF hinaus. Daneben
kénnen aber auch volle Funktionen mit beliebigem Bildbereich spezifiziert werden, etwa die
nichtmonotone Konkatenation von Strémen.

Um die Komplexitit der Semantik etwas im Zaum zu halten, wurde die Verwendung von vollen
Funktionen drastisch eingeschrinkt. Zum einen gibt es keine Variablen vom Typ a = 3, zum
anderen darf der Typkonstruktor = nur an dulerster Stelle im Typterm auftreten. Typterme
wie (a = ) x v oder (o = ) = 7 sind somit nicht erlaubt. Weiterhin wurde die Verwendung
der A-Abstraktion dahingehend eingeschriankt, daff durch sie nur stetige Funktionen gebildet
werden kénnen. Ist etwa die Konstante f vom Typ a = 3, so wird die Bildung des Terms
Az.fx, der per Extensionalitdt die gleiche Semantik hitte wie der Term f, durch die Priifung
einer Kontextbedingung, dem sogenannten {-Test”, untersagt.

“unter Bereichen verstehe ich in diesem Zusammenhang partielle Ordnungen, die bzgl. w-Ketten vollstindig
sind und ein kleinstes Element enthalten.

Sdiese nicht durch Stetigkeitsannahmen eingeschrinkten vollen Funktionen werden in SPECTRUM mappings
genannt. In SPECTRUM wird der Konstruktor fiir den vollen Funktionenraum mit to bezeichnet. In der hier
vorgestellten Logic HOLCF wéhle ich statt dessen die Bezeichnung = .

sprich ‘dagger’-Test. Dieser Test wird ausfithrlich in [GR94] behandelt.
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Durch den obigen Katalog von Einschrinkungen schiitzt man sich vor Inkonsistenzen der
Logik, die durch die unvorsichtige Mischung von stetigen und nichtstetigen Funktionen ent-
stehen konnten. Speziell verhindert man damit aber auch die Bildung einer Logik héherer
Stufe.

Wenn man nun auf die letzten Absétze zuriickblickt oder den technischen Bericht [GR94]
liest, so entsteht zu Recht der Eindruck, dafl in SPECTRUM neben anderen gelungenen Erwei-
terungen auch das durchaus interessante Konzept der nichtstetigen Funktionen eingearbeitet
wurde, daf} diese Finarbeitung aber in einer so restriktiven Form erfolgte, dafl dadurch eher
technische Probleme erzeugt denn gelost wurden.

Die diesbeziigliche Unzufriedenheit mit meiner eigenen Arbeit war der ausschlaggebende
Grund fiir die Entwicklung von HOLCF, der Higher-Order Logic of Computable Functi-
ons. Die urspriingliche Motivation hinter meiner Arbeit, die anfinglichen Ziele und was
sich widhrend der Arbeit an dieser Dissertation daraus entwickelte, méchte ich nun in den
ndchsten Abschnitten genauer darstellen.

1.3 Urspriingliche Motivation

Wie ich im letzten Abschnitt dargelegt habe, ist die simultane Bereitstellung des Bereichs
der stetigen Funktionen und des vollen Funktionsraums iiber Bereichen in SPECTRUM nicht
sehr gut gegliickt. Diesem Mangel wollte ich Abhilfe schaffen und eine Logik konzipieren,
in der auch der volle Funktionenraum mit dem zugehérigen Typkonstruktor = uneinge-
schrankt zur Verfiigung steht. Das heifit, der Typkonstruktor = sollte beliebig mit anderen
Typkonstruktoren kombiniert werden kénnen, und es sollte auch eine A-Abstraktion fiir volle
Funktionen geben.

Mehrere Griinde sind dafiir verantwortlich, dafl ich zum einen von der dreiwertigen
SPECTRUM-Logik abgewichen und zur zweiwertigen LCF-Logik zuriickgekehrt bin und zum
anderen die Logik hoherer Stufe HOL als Ausgangspunkt fiir meine Entwicklung gew&hlt
habe. Die folgenden Abschnitte werden zeigen, dafi die Paarung von LCF und HOL nahelie-
gend war. Auf die Historie der Logik HOL werde ich im Kapitel 2 noch gesondert eingehen.
In Bezug auf LCF mochte ich auf Larry Paulson verweisen, der in [Pau87] die Historie von

LCF ausfiihrlich beschreibt.

Das Konzept der SPECTRUM-Logik, Pridikate iiber einem Bereich a als volle Funktionen
vom Typ a = bool zu kodieren, empfand ich als sehr niitzlich und wollte einen Typ der
Wahrheitswerte in meiner Logik beibehalten. Zudem sollte der Konstruktor = fiir den vollen
Funktionenraum uneingeschrinkt zur Verfiigung stehen. Damit war aber die Entscheidung
fiir eine volle Stufenlogik bereits gefallen. Die Wahl einer zweiwertigen Logik htherer Stufe
lag ebenfalls nahe, denn eine solche gab es ja bereits, ndmlich HOL. Die Logik HOL ist eine
bekannte und reichhaltig dokumentierte Logik, fiir die es neben einem speziellen System von
Gordon [Gor85, Cam89, GM93] auch eine Implementierung im generischen Theorembeweiser
Isabelle [Pau94] gibt. Da ich die SPECTRUM-Logik ebenfalls in Isabelle kodiert hatte und
Isabelle dabei schitzen gelernt hatte, war es naheliegend, die Isabelle-Version von HOL zu
benutzen.

Mit der Entscheidung fiir die zweiwertige Logik HOL war aber gleichzeitig auch die Ent-
scheidung fiir die zweiwertige Logik LCF gefallen, denn wenn man die dreiwertige Logik von
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SPECTRUM durch eine zweiwertige ersetzt, besteht der Unterschied zu LCF im wesentlichen
nur noch in dem zusdtzlichen Konzept der nichtstetigen Funktionen. Dieses Konzept wollte
ich aber gerade geschickter einbauen. Ein weiterer Vorteil von LCF gegeniiber der Logik
von SPECTRUM ist die Fiille von wissenschaftlichen Untersuchungen, die im Umfeld von LCF
gemacht wurden. Die Semantik von LCF wird vollstdndig von den Standardergebnissen der
Bereichstheorie abgedeckt, die ich unverdndert iibernehmen konnte. Somit konnte ich mich
voll auf die Aufgabe konzentrieren, den vollen Funktionenbereich in LCF einzubauen, bzw.
richtiger gesagt, die Logik HOL mit dem von Haus aus eingebauten vollen Funktionenraum
um Bereichstheorie fiir stetige Funktionen und damit LCF zu erweitern.

1.4 Erweiterte Zielsetzung der Arbeit

Da HOL die Basis fiir meine FErweiterung sein sollte, war es naheliegend, eine elegantere
Losung fiir zwei weitere Probleme ins Auge zu fassen. Das erste Problem betrifft die stetige
A-Abstraktion. Mit stetiger A-Abstraktion ist der Bindungsmechanismus gemeint, der einen
Term von Typ o — 3 erzeugt. In HOLCF wird dieser Binder mit A bezeichnet, um ihn von
der A-Abstraktion fiir volle Funktionen zu unterscheiden. Von nun an werde ich die HOLCF-
Notation verwenden und von A-Abstraktion anstatt von stetiger A-Abstraktion reden.

Wie bereits erwdhnt, wird die Bildung von A-Termen in SPECTRUM durch eine Kontextbe-
dingung, den sogenannten f-Test, eingeschriankt. Dieser Test priift hinreichende Kriterien fiir
die Stetigkeit eines Terms e vom Typ 3 in der freien Variablen z vom Typ a, so daf} die ansch-
lieBende Typzuordnung von a — § fiir den Term Az.e nicht zu Inkonsistenzen fiithrt. Hinter
dem {-Test stecken natiirlich die aus der Bereichstheorie bekannten hinreichenden Kriterien,
dafl die Identitdt und konstante Funktionen stetig sind, und dafl die Applikation stetiger
Funktionsterme auf stetige Argumentterme sowie die A-Abstraktion tber stetigen Termen
die Stetigkeit erhalten.

Der entscheidende Punkt beim f-Test ist die Tatsache, dafl die Bildung des Terms Az.e von
vornherein nicht erlaubt ist, wenn der Test fehlschligt. Diese Vorgehensweise mag fiir rein
theoretische Untersuchungen angebracht erscheinen. Will man jedoch die Logik in einem
Logical-Framework wie Isabelle formalisieren, so birgt die Verwendung einer solch komple-
xen Kontextbedingung fiir die Termbildung einen gravierenden Nachteil: sie 148t sich einfach
nicht als Kontextbedingung formalisieren. Kontextbedingungen miissen in Isabelle entweder
durch das Typsystem der Metalogik abgedeckt werden oder aber, wenn das Typsystem dafiir
zu schwach ist, zumindest in der Metalogik von Isabelle als Pridikate formalisiert werden®.
Wird die Kontextbedingung durch ein Prddikat formalisiert, dann ist die Bildung des Terms
nicht mehr eingeschrinkt, vielmehr wird seine Verwendung durch das Pridikat derart be-
schrankt, daf} keine Inkonsistenzen auftreten kénnen. Im Beispiel wiirde das bedeuten, dafl
der Term Az.e immer gebildet werden darf, dafl aber etwa die Anwendung der 3-Gleichheit
(Az.e)t = e[t/x] nur dann erlaubt ist, wenn die Stetigkeit des Terms e in der Variablen x
gezeigt werden kann. Das wiederum heifit, dal man das Pridikat e ist stetig in z im Kalkiil
beweisen muf.

Natiirlich kénnen die obigen hinreichenden Kriterien zur Propagierung der Stetigkeit in der
Metalogik von Isabelle formalisiert werden. Da in meinem Fall aber HOL die Objektlo-

8diese Einschrankung gilt iibrigens fiir alle mir bekannten Logical-Frameworks.
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gik ist, bietet es sich an, die Stetigkeit bereits in die Objektlogik zu internalisieren. Fine
Axiomatisierung fiir die Propagierung der Stetigkeit kénnte etwa so aussehen.

contX(Az.c) Konstante
contX(A\z.x) Identitat
contX(Az. ft(z)) A contX(Az.tt(z)) —

contX(Az.(ft(x))[tt(x)]) ] Applikation
Va.contX(Ay.h(z)(y)) A Vy.contX(Az.h(z)(y)) —

contX( Az . Ay.h(z)(y)) A-Abstraktion

Hierbei wird die A-Abstraktion fiir volle Funktionen mit einem kleinen A bezeichnet, und die
Applikation voller Funktionen wird mit runden Klammern _(_) geschrieben. Runde Klammern
dienen auch dazu, den Vorrang in Termen auszudriicken. Die Abstraktion zur Bildung von
Termen des Typs a — 3 wird durch ein grofles A notiert. Im Gegensatz zu SPECTRUM werde
ich in HOLCF die Elemente des Typs o — 3 als Operationen bezeichen. Funktionen hingegen
sind Elemente des Typs a = 3, und stetige Funktionen bilden eine Teilmenge dieses Typs.
Operationen und stetige Funktionen stehen in einem sehr engen Zusammenhang, der in der
Theorie der Operationen in den Abschnitten 4.7.1 bis 4.7.6 exakt formalisiert wird. Hinter den
eckigen Klammern _[] verbirgt sich die Applikationsfunktion fiir Elemente des Typs o — f3,
den Operationen. Die Applikationsfunktion selbst hat den Typ (a — ) = a = § und ist
stetig im ersten und zweiten Argument.

Die Funktion contX vom Typ (a = ) = bool ist ein Pridikat fiir volle Funktionen, der Typ
bool ist in HOL der zweielementige Typ der Propositionen®. Das Interessante an der obigen
Axiomatisierung ist der Umstand, dafl statt des Pridikats Term e ist stetig in der freien
Variablen z das Pradikat die Funktion Az.e ist stetig formalisiert wird. Die A-Abstraktion
fir Funktionen ermdglicht also das Reden iiber freie Vorkommen von Variablen in Termen.
Dieser Effekt wird in allen Logical-Frameworks ausgeniitzt.

Die Applikation fiir Funktionen ersetzt umgekehrt die Notation fiir Substitution. Dies wird
deutlich in der Axiomatisierung der oben angesprochenen Beschrinkung der 3-Gleichheit fiir

die A-Abstraktion.

contX(f) — (Az.f(2))y] = f(y)

Die eben axiomatisierten hinreichenden Kriterien sind allerdings sehr schwach'?, da durch sie
der Typ der Operationen a — j relativ isoliert vom vollen Funktionsraum a =  behandelt
wird. Dem inhé&renten Zusammenhang zwischen Operationen und vollem Funktionsraum
iber Bereichen, speziell dem Zusammenhang zwischen A-Abstraktion fiir Operationen und
der A-Abstraktion fiir volle Funktionen, werden diese hinreichenden Kriterien in keiner Weise
gerecht.

“hier wire die Verwendung der Bezeichnung prop schéner. Im HOL-System wie auch in der Isabelle- Version
von HOL wird aber bool verwendet. Somit mufl fiir den dreielementigen Typ der programmiersprachlichen
Wahrheitswerte eine andere Bezeichnung verwendet werden. Diese lautet in HOLCF nach der LCF-Konvention
tr (truth values).

schwach in dem Sinn, daB viele stetige Funktionen diese Kriterien nicht erfiillen.
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Bei Verwendung von HOL 148t sich hier Abhilfe schaffen, denn in HOL kann die Stetigkeit
nicht nur axiomatisiert werden, sie kann sogar definiert werden. Die Ausfiithrungen iiber die
Theorie der stetigen Funktionen in Abschnitt 4.6 und die Theorie der Operationen in den
Abschnitten 4.7.1 bis 4.7.6 werden zeigen, daf§ dadurch der Zusammenhang zwischen Ope-
rationen, stetigen Funktionen und dem vollen Funktionsraum befriedigend hergestellt wird.
Die oben angefiihrten Axiome fiir die Propagierung der Stetigkeit sowie die Beschrénkung der
B3-Gleichheit kénnen dann als Theoreme abgeleitet werden.

Der Grund, wieso ich auf die Behandlung der Stetigkeit so ausfiihrlich eingehe, liegt darin,
daf die Stetigkeit von Termen eine subtile Rolle in der Nebenbedingung einer prominenten
Inferenzregel der LCF-Logik spielt. Die Rede ist von der Fixpunktinduktionsregel und der
Priifung der Zuléssigkeit (admissibility) des Induktionspriadikats als Anwendbarkeitsbhedin-
gung. Das bringt uns zum oben angekiindigten zweiten Problem, das sich bei Verwendung
von HOL eleganter 16sen 148t.

Die Regel fiir die Fixpunktinduktion in LCF 148t sich unter Verwendung der HOLCF-Notation
etwa so formulieren:

P(L) VYa.P(z)— P(flz])

provided P(y) is admissible in y
PULf]) )

In LCF wird die Priifung der Zulissigkeit als Anwendbarkeitsbedingung der Inferenzregel
gehandhabt. Dies bedeutet, dafi die Priifung automatisch vom System durchgefiihrt wird,
indem ein Standardsatz von hinreichenden syntaktischen Bedingungen fiir die Zul&ssigkeit
herangezogen wird. Geniigt die Formel P diesen Kriterien nicht, so 148t das System die
Anwendung der Fixpunktregel nicht zu. In diesem Fall mufl man versuchen, eine dquiva-
lente Induktionsformel zu finden, die die Kriterien erfiillt und dann mit dieser die Induktion
durchfithren.

Diese Situation ist schon vom rein pragmatischen Standpunkt her unbefriedigend, da zum
einen der Satz der Kriterien in der Implementierung fixiert ist, und eine Erweiterung so-
mit sehr aufwendig wird, zum anderen der Induktionsbeweis mit einer dquivalenten Formel
bisweilen unnatiirlicher sein kann als der Beweis mit der urspriinglichen Formel.

Diese Einschrankung des LCIF-Systems wird von Larry Paulson in seinem Buch iiber Cam-
bridge LCF [Pau87, Seite 70] wie folgt kritisiert:

Fixed point induction is difficult to formalize. An inference rule operates on the
syntactic structure of its premises, but chain-completeness refers to semantics.
No simple test is known for determining that a formula is chain-complete. PPX\’s
complicated test rejects many chain-complete formulae®®.

Im Artikel [Pau84] iiber Induktion in LCF gibt Paulson ein Beispiel (Seiten 207-209) fiir
verschriankt rekursive Typen (Ausdriicke und Listen von Ausdriicken). Zur Axiomatisierung
dieser Typen verwendet er Formeln mit lokalen Deklarationen unter Zuhilfenahme der Impli-
kation, um die Formeln lesbarer zu machen. Diese Formeln sind zwar zulissig, werden aber

1 PPX (Polymorphic Predicate A-calculus) ist die urspriingliche Bezeichnung von Dana Scott fiir LCF.
Niheres dazu siche [Pau87].
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vom Zuldssigkeitstest aufgrund der auftretenden Implikationen abgewiesen. Die dquivalente
Formulierung iiber Selektoren, die den Test besteht, ist laut Paulson wesentlich schlechter
lesbar und in ihrer Handhabung unnatiirlich.

Formalisiert man LCF in einem Logical-Framework wie Isabelle!?, so lassen sich zumindest
die Nachteile einer festen Implementierung der Zuldssigkeitspriifung als Anwendbarkeitsbe-
dingung beheben. Hier wird ndmlich die Zuldssigkeit analog zur Priifung der Stetigkeit als
Priadikat axiomatisiert. Diese Axiomatisierung kann viel einfacher erweitert werden. Ich gebe
hier gleich ausschnittsweise ein Beispiel fiir die Axiomatisierung der Zuldssigkeit, wenn die
LCF-Logik um den vollen Funktionenraum erweitert wird und somit das Problem der nicht-
stetigen Terme im Zusammenhang mit der Zuldssigkeit von Formeln entsteht. Hier taucht
das Pridikat contX an einer im ersten Moment unerwarteten Stelle wieder auf'®.

contX(u) A contX(v) — adm(Az.u(z) C v(x))
contX(t) — adm(Az.=(t(z) C u))
contX(t) A adm(P) — adm(Ax.P(t(x)))

adm(P) A adm(Q) — adm(Az.P(z) A Q(x)
adm(P) A adm(Q) — adm(Az.P(z) vV Q(x)

—’ N’

(Va.P(z) = Q(z)) — (adm(P) < adm(Q))

In der Fixpunktinduktionsregel wird aus der Anwendbarkeitsbedingung dann eine Pramisse,
und der Nachweis der Zuldssigkeit adm(P) muff bzw. kann jetzt im Kalkiil gefiihrt werden.

adm(P) P(L) Va.P(z)— P(f[z])
P(firl f1)

Ein weiterer Vorteil dieser Internalisierung des Zul&ssigkeitstests wird durch eines der obigen
Axiome deutlich:

(Va.P(z) = Q(z)) — (adm(P) < adm(Q))

Kann man die Aquivalenz der Formeln P und Q zeigen, so darf man die Induktion mit P
durchfithren, wenn zumindest ) mit dem Satz von hinreichenden Kriterien als zuldssig nach-
gewiesen werden kann. Das setzt natiirlich voraus, dafl man erstens ein solches ¢) findet und
zweitens den Aquivalenzbeweis im Kalkiil fithren kann. MuB die Aquivalenz etwa durch eine
neuerliche Induktion gezeigt werden, so steht das Gelingen von vornherein erheblich in Frage,
da hier dann die Zulissigkeit einer Aquivalenzformel gezeigt werden muf. Aquivalenzen, d.h.
Biimplikationen, strduben sich aber bekannterweise sehr gegen den Zulidssigkeitstest.

Ich werde im Kapitel 6 iiber Datentypen Beispiele fiir in HOLCF als zuldssig nachweisbare
Formeln P geben, fiir die es fraglich erscheint, ob man &quivalente, mit den iiblichen LCF-
Kriterien beweisbar zulissige, Formeln @) findet, so dafl zudem der Aquivalenzbeweis in LCF
gelingt.

2¢ine Formalisierung von LCF in Isabelle liegt bereits vor. Sie wird aber leider nicht in [Pau94] beschrieben.

*man beachte die Rolle der A-Abstraktion.
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Die obigen Ausfiihrungen legen es nahe, sowohl die Stetigkeit von Funktionen als auch die
Zuldssigkeit von Formeln zu definieren, anstatt sie nur zu axiomatisieren. Die Definition
eines Konzepts hat gegeniiber einer Axiomatisierung immer den Vorteil, daf} sie das Konzept
sowohl notwendig als auch hinreichend beschreibt. Da die Zulissigkeit eines Priadikats eine
Eigenschaft eines Pridikats ist, also ein Pridikat iiber Priadikaten, ist klar, daf§ zur Definition
der Zuldssigkeit die Logik erster Stufe nicht mehr ausreicht. Auch in diesem Fall konnte
die Logik hoherer Stufe HOL nutzbringend eingesetzt werden. Die Ausfithrungen iiber die
Fixpunkttheorie im Abschnitt 4.12 werden dies deutlich machen. Neben der Zuldssigkeit
wird in dieser Theorie auch der Fixpunktoperator fiz definiert. Unter anderem werden in
dieser Theorie die Fixpunktinduktion und alle oben als Axiome angefiihrten Figenschaften
der Zuldssigkeit als Theoreme abgeleitet.

An dieser Stelle will ich nun aufhéren, die Entwicklung der Ziele bis ins Detail zu verfolgen.
Eine konsequente Weiterfiithrung der gerade angedeuteten Gedankenginge fiithrte schluflend-
lich zu einer Zielsetzung, die die Entwicklung der kompletten, fiir LCF notwendigen, Be-
reichstheorie in HOL vorsah, eben HOLCF, die Higher-Order Logic of Computable Functions.
HOLCEF ist dabei nur eine komplexe Ansammlung von HOL-Theorien.

Der Vorteil der Definition von Konzepten wurde ja schon kurz angedeutet. Fin weiterer
Grund, der fiir diese Vorgehensweise spricht, liegt darin, dafl definitorische Theorieerweite-
rungen die Existenz von Modellen garantieren, wenn die urspriingliche Theorie ein Modell
hatte. Eine Methode, die die Verwendung von definitorischen Erweiterungen als zentrales Ve-
hikel zur Theoriebildung vorsieht, ist unter der Bezeichnung Sichere Erweiterung von Theorien
(safe extension of theories) bekannt. Sie ist die fiir die Benutzung des HOL-Systems favori-
sierte Methode und wird zum Beispiel in [Cam89, GM93] beschrieben. Bei dieser Methode
sind nur solche Theorieerweiterungen zugelassen, fiir die man eine Modellkonstruktion ange-
ben kann, die jedes beliebige Modell der alten Theorie zu einem Modell fiir die neue Theorie
erweitert, so daf} die Restriktion des erweiterten Modells bzgl. der Signatur der alten Theorie
gerade wieder das urspriingliche Modell ergibt. Fine Theorieerweiterung, die diesen Eigen-
schaften geniigt, werde ich in der hier vorliegenden Arbeit als konservative Theorieerweiterung
[Gal86] bezeichnen und die damit einhergehende Modellerweiterung als konservative Modell-
erweiterung. In der Literatur [EGL89] findet sich statt konservative Theorieerweiterung auch
der Begrifl streng persistente Frweiterung. Im Falle einer konservativen Theorieerweiterung
1a83¢ sich ableiten, daf} eine Formel iiber der Signatur der alten Theorie genau dann in der
neuen Theorie giltig ist, wenn sie auch in der alten Theorie giiltig ist.

Der Begriff der konservativen Erweiterung mufl mit einiger Vorsicht behandelt werden. Man-
che Autoren [And86] definieren die Konservativitdt iiber ein syntaktisches Kriterium. Bei
ihnen ist eine Erweiterung dann und nur dann konservativ, wenn eine Formel iiber der al-
ten Signatur in der neuen Theorie herleitbar ist, wenn sie auch schon in der alten Theorie
herleitbar ist. Dieses Kriterium gewihrleistet ‘nur’ die Erhaltung der Konsistenz (nicht jede
Formel ist herleitbar). In einer Logik erster Stufe reicht die Erhaltung der Konsistenz aus,
denn jede konsistente Menge ist in der Logik erster Stufe auch erfiillbar. Diese Tatsache ist
gerade das zentrale Argument fiir den Vollstindigkeitsbeweis der Logik erster Stufe [Her72].
In einer Logik hoherer Stufe kann aus der Konsistenz einer Menge leider nicht mehr auf deren
Erfiillbarkeit geschlossen werden, denn sonst wire die Logik ja vollstindig. Ein Erweiterungs-
mechanismus, der ‘nur’ die Erhaltung der Konsistenz gew&hrleistet, ist daher fiir die Logik
héherer Stufe ungeniigend, da er nicht mehr die Existenz von Modellen fiir die erweiterte
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Theorie garantiert.

Aus diesem Grund wird bei der Rechtfertigung der Mechanismen zur Theorieerweiterung in
HOL [GM93] eine semantische Argumentation verwendet, und aus dem selben Grund heift
in dieser Arbeit eine Erweiterung der Theorie Thy zur Theorie Th, konservativ, wenn jedes
Modell von Thy streng persistent zu einem Modell von Th, erweitert werden kann. Die
formale Definition der konservativen Erweiterung findet sich in Abschnitt 2.6.

Um die HOL-Methode zu wahren und damit gleichzeitig auch die Fxistenz von Modellen
fir die Logik HOLCF zu sichern, habe ich HOLCEF ausschliefilich unter Benutzung solcher
konservativer Theorieerweiterungen entwickelt. Dabei wollte ich aber auf keinen Fall die
Erfiilllung einer anderen wichtigen Zielsetzung gefihrden. Die entstehende Logik HOLCF
sollte auch benutzbar sein, d.h. nicht nur die prinzipielle Machbarkeit der Formalisierung von
Bereichstheorie in HOL in Form einer unzuginglichen Kodierung aufzeigen. Wenn moéglich
sollte HOLCF die iibliche Formalisierung von LCF als Teillogik enthalten. Look and feel von
LCF sollten sozusagen erhalten bleiben.

Dieser Wunsch wird versténdlich im Hinblick auf ein weiteres von mir angestrebtes Ziel.
Die Entwicklung von HOLCF sollte vollstdndig im Logical-Framework Isabelle durchgefiihrt
werden. Der Vorteil dieser Vorgehensweise liegt auf der Hand. Mit Fertigstellung der Ent-
wicklung steht dann nidmlich sofort ein Theorembeweiser mit durchaus ansprechenden Au-
tomatisierungsmoglicheiten zur Verfiigung. Dieser wiederum kann dann als Basis fiir eine
Spezifikationssprache dienen, etwa die Fortentwicklung von SPECTRUM, die HOLCEF als logi-
schen Hintergrund hat. Dieser Gedanke wird derzeit in der SPECTRUM-Gruppe in Erwigung
gezogen.

Bereits die ersten Versuche, Bereichstheorie in HOL zu formalisieren und dabei ein verniinf-
tiges Maf} an Benutzbarkeit zu gewdhrleisten, zeigten, dafl die Wahl von Isabelle als Logical-
Framework sehr gliicklich war. Im Gegensatz zur Logik héherer Stufe im HOL-System [GM93]
ist die HOL-Version in Isabelle mit einem stirkeren Typsystem ausgestattet. Die Metalogik
von Isabelle stellt neben dem iiblichen Hindley/Milner Polymorphismus [Mil78, DM8&2] auch
das Konzept der Typklassen zur Verfiigung [NP93], das vor allem durch die Programmierspra-
che HaskELL [HIJW92] bekannt geworden ist. Dieses stirkere Typsystem schligt ebenfalls
auf die in Isabelle formalisierten Objektlogiken durch. Mit Hilfe der Typklassen war es mir
moglich, umstindliche Kodierungen zu vermeiden und gewisse Anteile der Logik von Berei-
chen vom Typsystem abdecken zu lassen. Der filigrane Zusammenhang zwischen internali-
sierten Konzepten und dem Typsystem spielt in allen Typtheorien eine wichtige Rolle. Die
Entscheidung, was explizit in der Logik formalisiert wird und was iiber das Typsystem abge-
handelt wird, bestimmt zu einem wesentlichen Anteil die Eleganz der entstehenden Theorie.
Den von mir eingeschlagenen Weg werde ich in aller Ausfiihrlichkeit im Kapitel 4 beschreiben.

Durch die Verwendung von Isabelle konnte ich also eine Version der Logik hoherer Stufe be-
nutzen, die Typklassen zur Verfiigung stellt. Leider stellte sich dabei heraus, dafl HOL mit
Typklassen zwar in Isabelle implementiert war und auch schon vielfach verwendet wurde,
dafl aber keinerlei semantische Untersuchungen zur Logik héherer Stufe mit Typklassen exi-
stierten. Damit ergab sich leider fiir mich ein neuerliches Ziel, ndmlich die Erweiterung der
Semantik von HOL um das Konzept der Typklassen. Die syntaktischen Schwierigkeiten wa-
ren gliicklicherweise durch [Nip91, NP93] bereits gelost, und in Form des Isabelle-Systems lag
sogar eine Implementierung vor. Daher konnte ich mich im wesentlichen darauf konzentrie-
ren, die Semantik von HOL und die Methode der konservativen Erweiterung in Bezug auf
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Typklassen zu erweitern. Ich habe mich dieser Aufgabe im Kapitel 2 so knapp wie moglich
entledigt, denn die damit verbundenen Fragestellungen lagen nicht im Zentrum der von mir
geplanten Untersuchungen.

Wenn man die von mir gerade entwickelten Zielsetzungen verfolgt und die damit verbundene
Arbeit bedenkt, so stellt sich zu recht die Frage, ob sich denn der ganze Aufwand lohnt. Diese
Frage kann ich mit gutem Gewissen mit ‘Ja’ beantworten.

Eine erste Begriindung fiir dieses ‘Ja’ ist zum Beispiel der Hinweis auf die Verwandtschaft
mit dem AUTOMATH Projekt [dB73]. Meine persénliche Erfahrung mit Lehrbiichern iiber
Bereichstheorie, die ich wihrend der Entwicklung von HOLCF konsultiert habe, hat gezeigt,
daf} die Beweise einiger Theoreme zwar nicht unbedingt falsch waren, jedoch zumindest un-
verstindlich dargestellt waren. Zudem waren es nicht selten die iiblicherweise als Ubungsauf-
gaben gestellten Hilfssdtze, die die wirklich harten Niisse bei der Entwicklung von HOLCF
darstellten.

Weiterhin deckt HOLCF den Stoff jeder Grundvorlesung iiber Bereichstheorie ab. Das
HOLCF-System 183t sich daher vorlesungsbegleitend zur L&ésung von Ubungsaufgaben ein-
setzen oder kann fiir Praktika verwendet werden.

HOLCF kann, wie bereits erwdhnt, im Zusammenhang mit einer Spezifikationssprache einge-
setzt werden und zu Verifikationszwecken herangezogen werden. Speziell kénnte zum Beispiel
fiir die im Focus-Projekt [BDD193] eingesetzten Methoden und Techniken eine maschinell
unterstiitzte formale Basis geschaffen werden.

Die Ergebnisse im Kapitel 6 zeigen aber auch, daf} sich durch die Entwicklung von HOLCF
zusétzlich neue Impulse fiir bereits bekannte Theorien ergeben. So kann aus der bekann-
ten LCF-Axiomatisierung fiir baumartige rekursive Bereiche [Mon85, Pau87], beispielsweise
strikte Listen, Stréme oder nichtstrikte Listen, aufgrund der gréfieren Ausdrucksstdrke von
HOLCF wesentlich mehr abgeleitet werden.

Fiir all diese baumartigen Typen 14t sich durch einfache Argumentation iiber kleinste obere
Schranken und durch Expansion der Definition des Fixpunktoperators ein sogenanntes Take-
Lemma ableiten'*. Mit Hilfe dieses datentypspezifischen Theorems it sich aus der Gleichheit
aller endlichen Approximationen zweier Elemente auf die Gleichheit der Elemente selbst,
der Limiten der Approximationen schlielen. Dieses Theorem miifite in LCF per Induktion
abgeleitet werden, was aufgrund des eingeschrinkten Zuldssigkeitstests nicht moglich ist. Das
Take-Lemma fiir einen Datentyp ist aber die wesentliche Grundlage fiir die Ableitung eines
Co-Induktionsprinzips [Pit92] innerhalb der Logik.

Zudem ermoglicht das Take-Lemma fiir Datentypen mit ausschliefilich strikten Konstruk-
toren, etwa strikte Listen, die Ableitung einer bzgl. Zuldssigkeit uneingeschrinkten Regel
zur strukturellen Induktion. Wer die LCF-Literatur kennt, weifl, welche auflerordentlichen
Anstrengungen darauf verwendet werden, die Kettenendlichkeit (chain-finiteness) eines re-
kursiven Typs bzw. deren Erhaltung zu zeigen. So sind zum Beispiel strikte Listen iiber
dem Typ a nur dann kettenendlich, wenn der Typ « selbst ebenfalls kettenendlich ist. Nur
in diesem Fall entféllt dann aufgrund eines bzgl. LCF externen Arguments die Anwendbar-
keitsbedingung der Zuldssigkeit bei der strukturellen Induktion. Im Kapitel 6 werde ich

M mehr dazu in Kapitel 6
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demonstrieren, wie sich mit Hilfe von HOLCF die strukturelle Induktion fiir Typen mit strik-
ten Konstruktoren ohne die ldstige Zuldssigkeitsbedingung ableiten 148t. Zentral beim Beweis
ist die Idee, die strukturelle Induktion nicht, wie in LCF iiblich, aus der Fixpunktinduktion
abzuleiten und damit die Zulidssigkeitsbedingung in Kauf nehmen zu miissen, sondern das
Take-Lemma als entscheidendes Argument zu verwenden. Dabei ist die Ordnungsstruktur
der Argumenttypen unerheblich. Die Vorteile einer uneingeschriankten Induktionsregel und
damit auch von HOLCF liegen somit auf der Hand!

1.5 Zusammenfassung der Ziele und Thesen der Arbeit

In diesem Abschnitt mochte ich noch einmal konzentriert die eben entwickelten Ziele zusam-
menfassen und die Thesen dieser Dissertationsschrift formulieren.

Ziele:

1. Auf der Basis von HOL soll die komplette, fiir LCF notwendige Bereichstheorie in Form
der Logik HOLCF entwickelt werden.

2. Die Entwicklung von HOLCF hat nach der Methode der konservativen Theorieerweite-
rung zu erfolgen.

3. Die Entwicklung soll unter Verwendung des Logical-Frameworks Isabelle durchgefiihrt
werden. Das von Isabelle zur Verfiigung gestellte Konzept der Typklassen soll dabei
gewinnbringend eingesetzt werden. HOLCEF soll die iibliche Formalisierung von LCF
als Teillogik enthalten.

4. Die entstehende Logik HOLCF soll praktisch nutzbar sein und nicht nur die prinzipielle
Machbarkeit der Formalisierung von Bereichstheorie in HOL in Form einer unzugingli-
chen Kodierung aufzeigen.

5. Es soll eine hinreichende Formalisierung der Semantik von HOL mit Typklassen er-
arbeitet werden. Die Methode der konservativen Theorieerweiterung soll so erweitert
werden, daf} die Typklassen darin eingesetzt werden kénnen.

Thesen:

1. Der volle Funktionenraum kann mit dem Raum der Operationen iiber Bereichen gleich-
berechtigt in einer Logik kombiniert werden. Der inhdrente Zusammenhang zwischen
diesen beiden Funktionsrdumen kann in HOLCF explizit gemacht werden und kann auch
gewinnbringend eingesetzt werden.

2. Die Stetigkeit von Funktionen und die Zulédssigkeit von Pridikaten kann in HOLCF
notwendig und hinreichend charakterisiert werden. Die diesbeziiglichen Nachteile von
LCF sind damit beseitigt.

3. Mit Hilfe der Typklassen ist es méglich, umstdndliche Kodierungen zu vermeiden und

gewisse Anteile der Logik von Bereichen vom Typsystem abdecken zu lassen. Das look
and feel von LCF bleibt erhalten.
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4. Durch die Entwicklung von HOLCF in Isabelle steht ein Theorembeweiser mit durchaus
ansprechenden Automatisierungsmoglicheiten zur Verfiigung. Dieser kann fiir Verifika-
tionsaufgaben im Zusammenhang mit einer auf HOLCF basierten Spezifikationssprache
genutzt werden.

5. Fiir Sprachen und Methoden, die auf bereichstheoretischen Grundlagen aufbauen, 1463t
sich mit Hilfe von HOLCF eine maschinell unterstiitzte formale Basis schaffen.

6. Mit HOLCF steht eine Plattform fiir weitere Experimente im Rahmen der Bereichs-
theorie zur Verfiigung.

7. Das HOLCF-System kann begleitend zu Vorlesungen iiber Bereichstheorie oder in Prak-
tika eingesetzt werden.

8. Durch die Entwicklung von HOLCF ergeben sich neue Impulse fiir bereits bekannte
Theorien. Fiir baumartige Datentypen lassen sich in HOLCF Induktionsprinzipien
sowie Co-Induktionsprinzipien entwickeln, die bisher nur durch rein semantische Ar-
gumentationen etabliert werden konnten und nicht aus der {iblichen Axiomatisierung
ableitbar waren.

1.6 Verwandte Ansitze

In dem von mir bearbeiteten Themengebiet der Formalisierung von Bereichstheorie in einer
Logik hoherer Stufe sind mir drei vergleichbare Ansédtze bekannt. Von diesen drei Arbeiten
ist aber bisher nur eine abgeschlossen.

Die abgeschlossene Arbeit ist von Kim Dam Petersen [Pet93] und behandelt die Kodierung
des Pw-Modells von Scott [Sco76, Sto77, SGI0] im HOL-System von Gordon. Sein Zugang zur
Bereichstheorie erfolgt iiber die Konstruktion eines universellen Bereichs (universal domain)
[SGI0], ndamlich des sogenannten Pw-Modells oder Graph-Modells. Der Bereich Pw ist so
reichhaltig, dafl er auch rekursive Bereiche als Teilbereiche enthilt, die als reflexive Bereiche
(reflexive domains) iiber die Benutzung von Retraktionen (retracts) gebildet werden.

Ausgehend von der grundlegenden Kodierung einer partiellen Ordnung (D, R) als Paar aus
Tragermenge D und Relation R C D x D iiber dieser Trigermenge, wobei die partiellen Ord-
nungseigenschaften fiir (D, R) gelten miissen, fithrt Petersen Definitionen fiir obere Schranken,
kleinste obere Schranken und gerichtet vollstindige Mengen ein. Bereiche sind bei Petersen
also Paare (D, R), die die bekannten Figenschaften fiir gerichtet vollstindige Mengen erfiillen.
Aufbauend auf dieser Theorie der Bereiche entwickelt Petersen dann Theorien fiir Topologien,
Scott-Topologie, algebraische CPQ’s, endliche Mengen, Potenzmengen und letztendlich eine
Formalisierung des Pw-Modells. Speziell sind bei Petersen Bereichskonstruktoren als Funk-
tionen kodiert, die Bereiche, Paare (D, R), in Bereiche abbilden. Dies erlaubt die explizite
Manipulation der Tragermenge D und der Ordnung R der Bereiche und gibt Zugang zu allen
Konzepten der Bereichstheorie.

Die Behandlung von Mengen in HOL als Teilmengen eines repréasentierenden Typs (eigentlich
Pradikate iiber diesem Typ) erzeugt unangenehmen notationellen Aufwand bei der Bildung
neuer Bereiche. Speziell ergeben sich technische Schwierigkeiten bei der Bildung von Funk-
tionsbereichen iiber Bereichen. Wenn D1 : 7 = bool bzw. D2 : 15 = bool Teilmengen der
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Typen 7, bzw. 75 darstellen, so mufl die Menge aller Funktionen mit Argumentbereich D1
und Bildbereich D2 als Teilmenge aller Funktionen vom Typ 7 = 75 kodiert werden. Dabei
miissen aber alle Funktionen, die sich auf der Teilmenge D1 gleich verhalten, identifiziert
werden bzw. ein eindeutiger Vertreter muf} ausgewdhlt werden, um die Extensionalitdt zu
gewdhrleisten. Durch die Verwendung des Auswahloperators konnen diese partiellen Funk-
tionen (Funktion auf Teilmengen) zwar durch totale Funktionen auf dem ganzen Typ simuliert
werden, allerdings miissen die konkreten Argumentbereiche D1 und D2 immer explizit mit-
behandelt werden.

Der Vorteil von Petersens Methode liegt darin, dafl die Konstruktion des Pw-Modells
vollstdndig in HOL unter Einhaltung der Methode der konservativen Theorieerweiterung
durchgefithrt werden kann. Insbesondere ist damit auch die Konstruktion von Lésungen
fiir rekursive Bereichsgleichungen innerhalb von HOL méglich! Der gravierende Nachteil ist
allerdings, dafl Bereiche und Bereichskonstruktoren nicht als Typen bzw. Typkonstruktoren
in HOL behandelt werden. Somit ist das Typsystem von HOL stark vom Konzept der Berei-
che getrennt, was die Handhabung der Theorie meiner Meinung nach umstandlich macht. Die
Kodierung von Bereichen als Paare (D, R) und von Bereichskonstruktoren als Funktionen, die
solche Paare wieder in Paare abbilden, hat zur Folge, dafl neben der eingebauten Typdisziplin
von HOL eine separate ‘Typdisziplin’ fiir Bereiche entsteht. Zum Beispiel muf} die Figenschaft,
daB (D, R) eine gerichtet vollstindige partielle Ordnung darstellt und bei Anwendung eines
Bereichskonstruktors I auf (D, R) wieder eine solche entsteht, immer explizit in Form von
Priadikaten ausgedriickt und herumgereicht werden. Es wire wiinschenswerter, dies einmal
explizit zu beweisen und dann diese Tatsache in Form einer Typinformation zu verstecken,
wie es etwa bei Verwendung von Typklassen moglich ist. Je mehr logische Information in
Form eines Typs kodiert werden kann, desto mehr kann auch vom Typinferenzalgorithmus
automatisch propagiert werden.

Fairerweise muf} hier gesagt werden, dafl bei Benutzung von Typklassen in HOLCF ein Teil
der Rechtfertigung fiir die Zuordnung von Typinformation auflerhalb des syntaktischen Rah-
mens der Logik stattfindet und sich auf semantische Argumentation stiitzt. Wie in Petersens
Ansatz werden in HOLCF explizit die Ordnungsrelationen fiir die Bereiche auf der Termebene
definiert und die Ordnungseigenschaften im Kalkiil bewiesen. In einem nédchsten Schritt wird
diese Information aber auf die Typebene hochgehoben und in Form einer Klassenzuordnung
fiir den Typ bzw. den Typkonstruktor ausgedriickt. Die Rechtfertigung fiir diese Reflektion
erfolgt durch eine externe semantische Argumentation, die die konservative Erweiterbarkeit
der Modelle zeigt.

Zudem habe ich durch meine Art der Kodierung von Bereichen die Definierbarkeit von Lésun-
gen rekursiver Bereichsgleichungen ausgeschlossen. Der Preis dafiir, dafl Bereiche auf der
Ebene von Typen behandelt werden und somit die Handhabung des Systems verbessert wird,
ist die Tatsache, daf die Konstruktion rekursiver Typen ebenfalls auf der Typebene zu erfolgen
hitte, etwa durch Verwendung der Inversen-Limes-Konstruktion [KK92, Sch86, Pau87]. Dies
erfordert dann aber den Einsatz von abhéngigen Typen (dependent types), damit die bei der
Colimes-Konstruktion auftretenden Ketten von Bereichen nebst zugehorigen Einbettungen
und Projektionen getypt werden kénnen. Dies liegt aber jenseits der Ausdrucksméichtigkeit
des Hindley /Milner Polymorphismus mit Typklassen. In HOLCF werden daher rekursive Ty-
pen wie in LCF axiomatisiert! Die Rechtfertigung fiir die diesbeziiglich eingesetzten Axiome
erfolgt wieder durch modell-theoretische Argumentationen (siehe Kapitel 5), die die Konser-
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vativitdt der Erweiterung zeigen. Bei der Entwicklung von HOLCEF habe ich mich bewufit
zugunsten einer besseren Benutzbarkeit gegen die Moglichkeit einer vollstindigen Definier-
barkeit von Loésungen rekursiver Bereichsgleichungen entschieden.

Ein zu Petersens Arbeit relativ dhnlicher Ansatz wird von Sten Agerholm verfolgt. Diese
Arbeit entstand parallel zu meiner Entwicklung, und wir hatten anfangs losen Kontakt per
Electronic-Mail, um die Zielsetzungen abzugleichen. Teile seiner Arbeit sind in [Age93] be-
schrieben, der volle Umfang seiner Entwicklung wird in der gerade entstehenden These [Age94]
dargestellt werden. Wie Petersen arbeitet Agerholm mit dem originalen HOL-System von
Gordon. Auch seine Formalisierung von Bereichen erfolgt iiber Paare (D, R) aus Tréger-
menge und Relation und entspricht somit im wesentlichen der von Petersen. Dies bedeutet,
daf} auch bei Agerholm Bereiche bzw. Bereichskonstruktoren nicht durch Typen bzw. Typkon-
struktoren ausgedriickt werden und daf} die an Petersens Arbeit geiibte Kritik hier ebenfalls
greift.

Agerholm arbeitet wie ich, im Gegensatz zu Petersen, mit w-kettenvollstindigen partiellen
Ordnungen. Desweiteren formalisiert er auch keine Theorien fiir Topologie, Scott Topologie,
algebraische CPO’s und das Pw-Modell wie Petersen. Iir versucht nicht, einen universellen
Bereich wie Pw zu konstruieren, in dem dann rekursive Bereichsgleichungen geltst werden
konnen, sondern reichert Typen, die durch die herkémmliche HOL-Methode definiert werden,
nachtriglich mit einer partiellen Ordnung an. So wird zum Beispiel der HOL-Typ der natiirli-
chen Zahlen zuerst mit einer diskreten Ordnung versehen und in einem zweiten Schritt per
Lifting in einen Bereich mit kleinstem Element verwandelt. Dieser flach geordnete Bereich ist
dann natiirlich durch die durchgefithrten Konstruktionen nicht mehr als Typ reprisentiert,
sondern wie bei Petersen als Paar (D, R), wodurch die unbequeme Handhabung entsteht.

Fiir baumartige rekursive Typen, wie etwa Listen, gibt es in HOL eine Methode der Kodie-
rung, die sich auf endliche, beblatterte Biume als reprisentierenden Typ abstiitzt. Diese Art
der Kodierung wird zum Beispiel von Paulson [Pau94] in Isabelle-HOL verwendet. Auch fiir
diese Typen kann Agerholm eine Anreicherung zum Bereich durchfiihren. Wie er mir mit-
teilte, arbeitet er an einer Kodierungstechnik, die es sogar erlaubt, Typen mit unendlichen
Elementen wie Streams oder Lazy-Listen in HOL zu formalisieren und diese Typen dann
in Bereiche zu verwandeln. Hier ist aber ein erheblicher Kodierungsaufwand erforderlich.
Inwiefern seine Technik zur Formalisierung von Typen mit unendlichen Elementen der von
Paulson [Pau94] gleicht, kann ich nicht beurteilen, da er diese Ergebnisse erst in seiner These
verdffentlichen wird.

Angesichts der Tatsache, dal die Lésung rekursiver Bereichsgleichungen semantisch wohl
verstanden ist, tendiere ich eher dazu, rekursive Bereiche wie in LCF durch wenige, semantisch
gerechtfertigte Axiome zu axiomatisieren. Die nach der LCF-Methode bendtigten Axiome
zur Axiomatisierung eines rekursiven Typs sind meiner Meinung nach iibersichtlicher und
notationell einfacher zu handhaben als die puristischere Kodierung in HOL, wie sie etwa von
Paulson verwendet wird. Zudem kann man zeigen (siche Kapitel 5), daff auch bei Verwendung
der LCF-Methode die Kriterien fiir eine konservative Theorieerweiterung erfiillt sind, und
somit bleibt man im Rahmen der Methode der konservativen Theorieerweiterung von HOL.

Die dritte Arbeit in diesem Themenkreis wird derzeit von Bernhard Reus an der Ludwig-
Maximilian Universitdt Miinchen durchgefiihrt. Die theoretischen Grundlagen seiner Arbeit
sind in [RS93] dargestellt, mit der praktischen Implementierung hat Bernhard Reus jedoch erst
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vor kurzem begonnen. Ir benutzt im Gegensatz zu Petersen, Agerholm und mir nicht HOL
als Plattform, sondern eine konstruktive Typtheorie. Der von ihm verfolgte Ansatz fallt in den
Bereich der synthetischen Bereichstheorie (synthetic domain theory) [Pho90, Hyl91, Tay91],
die nur in intuitionistischer Logik konsistent ist. Er verwendet das LEGO-System [LPT89]
fiir seine Kodierung der synthetischen Bereichstheorie. Die reichhaltige Typsprache von Luos
ECC (extended calculus of constructions) [Luo89, Luo91], welcher die Grundlage des LEGO-
Systems ist, erlaubt die Konstruktion von Bereichen als Typen, die zusitzlich zur Trigermenge
des Bereichs auch die Ordnungsrelation mitsamt den geforderten Ordnungseigenschaften fest-
legen. Das Besondere an der synthetischen Bereichstheorie ist, daf3 Bereiche nicht als Paare
von Tréger und Ordnungsrelation kodiert werden, sondern die Ordnung schon durch die Kon-
struktion des Trégers (hier des Typs!) festgelegt ist. Die Ordnung ist dabei {iber ein Be-
obachtungsprinzip &hnlich dem der Leibnitz-Gleichheit gegeben. Zudem kann im Gegensatz
zu HOL die Inverse-Limes-Konstruktion zur Lésung rekursiver Bereichsgleichungen in LEGO
vollstdndig auf der Typebene formalisiert werden. In diesem Punkt bietet die Verwendung
der konstruktiven Typtheorie gegeniiber HOL also deutliche Vorteile.

Verglichen mit meinem Ansatz ist die Formalisierung von Bernhard Reus wesentlich konstruk-
tiver, denn er kommt bis auf einige grundlegende Axiome und die Vorgabe eines speziellen
impridikativen Typuniversums, das die Grundlage fiir die Entwicklung seiner synthetischen
Bereichstheorie darstellt, ohne externe semantische Argumentation aus. Der Preis fiir die Ver-
wendung der konstruktiven Typtheorie liegt allerdings darin, dafl die fiir die Benutzbarkeit
des Systems so wertvolle Typinferenz fiir den ECC nicht mehr moglich ist. Terme miissen in
LEGO immer voll getypt werden, und die fiir die konstruktive Typtheorie charakteristischen
Beweise fiir Typurteile (typing judgements) miissen vom Benutzer jeweils explizit erbracht
werden. Desweiteren bietet LEGO im Gegensatz zu HOL bzw. Isabelle keine Unterstiitzung
durch einen Theorembeweiser, und somit miissen alle Beweise bis ins kleinste Detail manuell
durchgefiihrt werden.

1.7 Aufbau der Arbeit

In diesem Abschnitt mdochte ich den Aufbau der Arbeit skizzieren. Das Kapitel 2 beschreibt
HOLC, eine Variante der Logik hoherer Stufe HOL, die das zusitzliche Konzept der Typklas-
sen anbietet. In Abschnitt 2.1 werde ich kurz auf die Historie von HOL eingehen. Abschnitt
2.2 motiviert die Erweiterung von HOL um Typklassen und enthilt eine informelle Semantik
der Typklassen. Danach folgen die Abschnitte 2.3, 2.4 und 2.5, in denen Syntax, Semantik
und das Deduktionssystem von HOLC formalisiert werden. Der letzte Abschnitt 2.6 dieses
Kapitels handelt von der Anpassung der Methode der konservativen Frweiterung an die Logik

HOLC.

Kapitel 3 beschéftigt sich mit der Formalisierung dieser Version von HOL in Isabelle, wie sie
von Tobias Nipkow durchgefiihrt wurde [Pau94]. Das Kapitel dient im wesentlichen dazu, die
Isabelle-Notation einzufiihren, da ich diese dann in den spiteren Kapiteln verwenden werde.

Kapitel 4 stellt den Hauptteil meiner Arbeit dar. Hier werde ich die Entwicklung der Lo-
gik HOLCF mit allen abgeleiteten Theoremen darstellen und die interessanten Beweise im
einzelnen durchgehen. Natiirlich kann und will ich nicht alle Beweise prisentieren, denn die
Darstellung der iiber 500, in Isabelle maschinell bewiesenen, Theoreme wiirde bei weitem
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den Rahmen dieser Arbeit sprengen und erscheint mir auch nicht sonderlich sinnvoll. Zudem
ist die HOLCF-Logik bereits in der aktuellen Isabelle-Distribution enthalten, wodurch die
Moéglichkeit besteht, die Beweise aller Theoreme mit dem Isabelle-System nachzuvollziehen.
Es folgt nun eine Beschreibung der einzelnen Theorien, wie sie in Kapitel 4 dargestellt sind.

Im Abschnitt 4.1 werden zunichst ein Minimierungsoperator fiir die natiirlichen Zahlen ein-
gefithrt sowie einige niitzliche priadikatenlogische Theoreme bewiesen. Danach entwickle ich
in Abschnitt 4.2 eine Theorie fiir den trivialen Typ wvoid, der nur ein Element in der Triger-
menge enthélt. Auf diesem Typ definiere ich dann die offensichtliche Ordnung und weise die
Eigenschaften einer partiellen und spéter einer kettenvollstindigen partiellen Ordnung mit
kleinstem Element nach. Der Typ void dient als Rechtfertigung fiir die Typklassen der parti-
ellen Ordnungen po und der w-kettenvollstindigen partiellen Ordnungen pcpo mit kleinstem
Element, die in den darauffolgenden Abschnitten 4.3 und 4.4 eingefiihrt werden. Im Abschnitt
4.5 wird fiir Funktionen auf Bereichstypen (Typen in Klasse pepo) eine Ordnungsrelation de-
finiert, und die Ordnungseigenschaften werden nachgewiesen. Dies rechtfertigt dann auch
die zusitzliche Zuordnung von Klasseninformation fiir den Typkonstruktor =, die besagt,
dal = Bereichstypen wieder in Bereichstypen abbildet. Der Abschnitt 4.6 bringt Definitio-
nen fiir monotone und stetige Funktionen auf Bereichstypen. Im Abschnitt 4.7 werden diese
Ergebnisse iiber stetige Funktionen ausgenutzt, um den Typkonstruktor — der Operatio-
nen sowie eine Ordnung auf Operationen zu definieren und die Ordnungseigenschaften dafiir
abzuleiten. Zudem werden wieder zusitzliche Zuordnungen von Klasseninformation fiir den
Typkonstruktor — vorgenommen, die ausdriicken, dafl der Typ der Operation iiber Bereichs-
typen ebenfalls in der Klasse pepo der Bereiche liegt. Weiterhin werden hier die Theoreme zur
Propagierung der Stetigkeit von Termen abgeleitet. Das gleiche Programm wird im Abschnitt
4.8 fiir das strikte Produkt, in 4.9 fiir das kartesische Produkt, in 4.10 fiir die strikte Summe
und in 4.11 fiir den gelifteten Bereich durchgefiithrt. In Abschnitt 4.12 wird dann die Fixpunkt-
theorie fiir LCF formalisiert. Speziell werden hier der Fixpunktoperator auf Operationen fizx
und das Zuldssigkeitspridikat adm definiert und deren wesentlichen Figenschaften abgeleitet.
Dazu zdhlen die Fixpunktinduktion und die Propagierung der Zuldssigkeit. In Abschnitt 4.13
werden dann noch eine Komposition fiir Operationen und eine Identitdtsoperation eingefiihrt,
was die spdtere Axiomatisierung rekursiver Bereichstypen notationell vereinfacht.

Kapitel 5 beschiftigt sich mit Ergebnissen aus der Kategorientheorie [KIK92, Fre90] iiber die
Axiomatisierung initialer Losungen fiir rekursive Bereichsgleichungen. Mit Hilfe dieser Ergeb-
nisse wird die Verwendung gewisser Axiome gerechtfertigt, die zur Axiomatisierung rekursiver
Bereiche in HOLCF benétigt werden. Hierbei handelt es sich um eine der oben erwidhnten
externen modelltheoretischen Argumentationen, um die Konservativitit einer Theorieerweite-
rung zu garantieren. Die verwendeten Axiome entsprechen zwar denjenigen, die auch in LCF
verwendet werden [Mon85, Pau84, Pau87], die wesentlich komplexere Logik von HOLCF
macht jedoch eine neuerliche Rechtfertigung notwendig.

Kapitel 6 beschreibt dann die Anwendung der Ergebnisse aus Kapitel 5 in HOLCF. Zuerst
werden in Abschnitt 6.1 der Typ one mit nur einem definierten Element und dann in Abschnitt
6.2 der Typ tr der programmiersprachlichen Wahrheitswerte mit den zugehorigen Operationen
eingefiihrt. Dann werde ich die Axiomatisierung der Datentypen fiir natiirliche Zahlen 6.4,
Stréome 6.5 und strikte Listen 6.6 beschreiben, sowie die Ableitung der bereits erwdhnten
Induktions— und Co-Induktionsprinzipien vorstellen.

In Kapitel 7 werde ich meine Arbeit mit einem Ausblick auf zukiinftige Arbeiten beenden.



Kapitel 2

HOLC: Eine Logik héherer Stufe
mit Typklassen

Dieses Kapitel beschreibt HOLC, eine Variante der Logik héherer Stufe HOL, die das zusitz-
liche Konzept der Typklassen anbietet. In Abschnitt 2.1 werde ich kurz auf die Historie von
HOL eingehen. Abschnitt 2.2 motiviert die Erweiterung von HOL um Typklassen und enthé&lt
eine informelle Semantik der Typklassen. Danach folgen die Abschnitte 2.3, 2.4 und 2.5, in de-
nen Syntax, Semantik und das Deduktionssystem von HOLC formalisiert werden. Der letzte
Abschnitt dieses Kapitels 2.6 handelt von der Anpassung der Methode der konservativen
Theorieerweiterung an die Logik HOLC.

2.1 Zur Geschichte von HOL

Pradikatenlogiken werden im allgemeinen dadurch klassifiziert, dafi man ihnen eine Stufe (or-
der) zuordnet. Am bekanntesten ist die Pradikatenlogik erster Stufe (first-order logic), die nur
die Quantifizierung iiber Individuenvariablen zuldft. Fithrt man zusitzlich zu den Individu-
envariablen auch Variablen fiir Pradikate iber Individuen ein und erlaubt die Quantifizierung
iiber diese Pradikatsvariablen, so erhélt man Pradikatenlogik zweiter Stufe (second-order lo-
gic). Die Einfiilhrung von Variablen fiir Pradikate iiber Pradikaten fithrt zur Logik dritter
Stufe. Durch endliche Iteration dieses Prozesses lassen sich Logiken der n-ten Stufe erzeu-
gen. Einer Logik, die genau alle Priadikatenlogiken n-ter Stufe fiir endliches n als Teilsysteme
enthdlt, ordnet man die Stufe w zu (w-order logic). Eine Iteration {iber w hinaus fithrt zu
Logiken mit transfiniter Stufe. Stellt die Logik neben Variablen auch Konstanten bereit, so
wird die obige Einteilung etwas komplizierter. In einer Logik n-ter Stufe sind Pridikatenkon-
stanten bis zur Stufe n und Pridikatenvariablen bis zur Stufe n — 1 nebst Quantifizierung
iber letztere zugelassen. Fine formale Definition dieser Begriffe findet sich zum Beispiel in

[And86] oder [VEBS83].

In der Literatur, etwa [Tak75] oder [And86], wird statt des Begriffs Prddikatenlogik der n-ten
Stufe auch oft der Begriff Theorie vom Typus n verwendet. Allgemein spricht man dann
auch von Typentheorie (type theory) was allerdings nicht mit konstruktiver Typtheorie (con-
structive type theory) verwechselt werden darf. In der englischen Literatur findet man statt
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der Bezeichnung w-order logic auch die Synonyme finite type theory, simple type theory oder
higher-order logic. In der deutschen Literatur [VEBS83] finden sich endliche Typentheory, volle
Stufenlogik und Logik hoherer Stufe.

Eine Version der endlichen Typentheorie, die auf der A-Abstraktion als einzigem Bindungs-
operator aufbaut, wurde zuerst von Alonzo Church unter dem Namen simple theory of types
in [Chu40] eingefiihrt, deren Vollstindigkeit wurde von Henkin [Henb50] gezeigt. In dieser
Logik wird die Gleichheit {iber Quantoren und primitive Junktoren definiert. Fine andere
Variante der Logik hoéherer Stufe erhélt man, wenn man die Gleichheit als grundlegendes
Konzept verwendet und die Quantoren und Junktoren dann iiber die Gleichheit definiert.
Diese Variante wurde von Henkin [Hen63] eingefiihrt und von Andrews [And63] vereinfacht.
Eine ausfiihrliche Beschreibung dieser Logik sowie eine umfassende Darstellung der Historie
der endlichen Typentheorie, aus der ich auch die obige Zusammenfassung extrahiert habe,

findet sich in [And86].

Aufbauend auf diesen theoretischen Untersuchungen wurden in den 80-er Jahren die ersten
Implementierungen fiir die Logik héherer Stufe entwickelt. Neben dem TPS-Theorembeweiser
[AML*84] mochte ich hier vor allem das HOL-System von Gordon [Gor85] erwihnen.

Die HOL-Logik unterscheidet sich von Churchs und Andrews Logik dadurch, daf sie zusdtz-
lich Variablen fiir Typen zulidfit (Hindley /Milner Polymorphismus) und statt des ¢-Deskriptors
den Hilbertschen e-Deskriptor verwendet, um das Auswahlaxiom (axiom of choice) zu forma-
lisieren. Wie in [And86] ist auch in Gordons Logik die Gleichheit ein primitives Konzept. Das
HOL-System wird ausfiihrlich in den Manualen [Cam89, GM93] beschrieben. Die HOL-Logik
wird neben [Gor85] ebenfalls in [Cam89, GM93] dargestellt.

Auf der Grundlage von Gordons HOL wurde 1991 im generischen Theorembeweiser Isabelle
von Tobias Nipkow [Pau94] eine Variante von HOL entwickelt, die neben dem Hindley/Milner
Polymorphismus das zusdtzliche Konzept der Typklassen zur Verfiigung stellt. Eine theore-
tische Untersuchung zu dieser Version von HOL gibt es leider bisher nicht. Diesem Mangel
versuche ich im folgenden Abhilfe zu schaffen.

2.2 Eine informelle Semantik fiir Typklassen in HOLC

In diesem Abschnitt mochte ich eine informelle Erklarung fiir das Konzept des Hindley/Milner
Polymorphismus mit Typklassen in HOLC angeben. Zum einen soll damit die sehr technische
Prisentation von Syntax, Semantik, Deduktionssystem und konservativer Theorieerweiterung
in den Abschnitten 2.3 bis 2.6 vorbereitet werden, zum anderen méchte ich auch die Méglich-
keit bieten, beim ersten Lesen der Arbeit diese technischen Abschnitte auszulassen und gleich
mit Kapitel 3 weiterzumachen.

2.2.1 Hindley/Milner Polymorphismus

Gordons HOL-Logik ist, wie bereits erwahnt, eine Logik mit Hindley/Milner Polymorphis-
mus, d.h. es gibt in der Syntax Variablen fiir Typen ( Typvariablen) und polymorphe Kon-
stanten, die evtl. einen funktionalen Typ haben. Typvariablen werden iiblicherweise mit
kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet und wurden von mir im Text schon mehrfach
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verwendet, etwa in a = . FEin Beispiel fiir eine polymorphe Konstante ist die Konstante
= fiir die Identititsfunktion vom Typ a = a = bool. Das besondere Merkmal des Hind-
ley /Milner Polymorphismus ist das Fehlen eines Bindungsmechanismus fiir Typvariablen in
Typtermen. Somit gibt es in Typtermen nur freie Vorkommen von Typvariablen. Hinsichtlich
der syntaktischen Behandlung polymorpher Konstanten gibt es in den Systemen mit Hind-
ley /Milner Polymorphismus kleine Unterschiede. In HOL [GM93] beispielsweise werden die
Typen polymorpher Konstanten, etwa bei = der Ausdruck @ = a = bool, nur als Typsche-
mata aufgefaBt, in denen die Typvariablen beliebig durch Typterme! ersetzt werden kénnen,
um einen echten Typ, eine sogenannte Instanz des Typschemas, zu erhalten. Hier gibt es auch
auf der Termebene keine Méglichkeit, Typvariablen zu binden. In der formalen Syntax fiir
ML-artige Sprachen [Mit90] hingegen gibt es einen Bindungsmechanismus zur Bindung von
Typvariablen in den Typen polymorpher Konstanten und bei der Verwendung des let Kon-
strukts. Der Identitit wiirde etwa der Typ Va.a = a = bool zugeordnet. Diese syntaktisch
deutlichere Auszeichnung des Schemacharakters erlaubt die Behandlung des sogenannten ML-
Polymorphismus (auch let-Polymorphismus), der eine etwas starkere Art des Polymorphismus
darstellt [Mit90]. Fiir HOL jedoch geniigt die einfachere Behandlung der Typen polymorpher
Konstanten als Typschemata, da es hier kein let Konstrukt gibt.

Die Typen von HOL werden als Mengen in einem Universum U interpretiert, einem sogenann-
ten type frame [And86]. Vom Mengenuniversum U werden spezielle Abschlufleigenschaften
gefordert, wie etwa die Abgeschlossenheit gegeniiber nichtleeren Teilmengen, kartesischem
Produkt und Potenzmengenbildung. Damit die Giiltigkeit des Auswahlaxioms gesichert ist,
darf U nur nichtleere Mengen enthalten und es gibt zusdtzlich eine Auswahlfunktion auf U.
Die Forderung nach mindestens einer unendlichen Menge in U ist die Basis fiir das Axiom
der Unendlichkeit (axiom of infinity), welches die Grundlage fiir die spatere Formalisierung
der natiirlichen Zahlen in HOL ist. Weiterhin werden an die Mengen in U keinerlei struk-
turelle Anforderungen gestellt, d.h. die Elemente in U sind einfach nur Mengen. Die gerade
skizzierten Abschlufieigenschaften werden in [Cam89, Kapitel 10] und [GM93, Kapitel 15] ge-
nauer formuliert. Sie entsprechen im wesentlichen den von mir im Abschnitt 2.4 geforderten
Eigenschaften.

Die Semantik von Typtermen und von polymorphen Konstanten ergibt sich nun wie folgt:
Typkonstruktoren, wie etwa der Konstruktor = fiir den vollen Funktionenraum, werden
als totale Abbildungen auf U interpretiert. Fiir das Beispiel des Konstruktors = ist die
Interpretation eine Abbildung von U x U nach U. Interpretiert man = als den Konstruktor
fiir alle totalen Funktionen, so spricht man in diesem Zusammenhang auch von full type
frames oder Henkin Standardmodellen [And86, Mit90]. Typkonstanten, wie etwa bool, werden
als nullstellige Typkonstruktoren aufgefafit. Typterme, in denen ja Typvariablen vorkommen
diirfen, kénnen interpretiert werden, indem man eine Belegung der Typvariablen mit Mengen
aus dem Universum U benutzt. Auf diese Weise setzt man den Begriff des Environment
Modells [Mit90] konsequent auf Systeme mit polymorphen Termen fort. Man kann aber auch
wie in [GM93] Typterme als Funktionen in ihren freien Typvariablen auf U interpretieren und
erhilt somit eine notationelle Variante.

Die Semantik einer polymorphen Konstanten, der also als Typ ein Typschema zugeordnet
wird, etwa = mit Typschema a = a = bool, ist durch eine ganze Familie von Interpreta-
tionen gegeben. Wird das Schema zum Beispiel mit dem Typterm 7 instantiiert, so erhilt

ldie Typterme diirfen ihrerseits wieder Typvariablen enthalten.
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man den konkreten wohlgeformten Term = :7 = 7 = bool. Wenn fiir eine beliebige Be-
legung von Typvariablen die Semantik des Typterms 7 die Menge M; € U ist und die
Semantik von T = 7 = bool unter derselben Belegung M, € U, dann ist die Semantik des
Terms = :7 = 7 = bool unter dieser Belegung gerade dasjenige Flement der Familie, wel-
ches mit der Menge M, indiziert ist und welches in der Menge M, liegt. Mathematisch 148t
sich dieser komplexe Zusammenhang iiber die Verwendung eines allgemeinen mehrstelligen?
kartesischen Produkts (generalized cartesian product, 1l-product) ausdriicken. Barendregt
[Bar91] spricht hierbei von Type dependent Objects, da zur Indizierung Typen verwendet
werden und Objekte in Typen das Ergebnis sind. Die Einschrinkung auf Type dependent
Objects, wobei Typschemata selbst nicht als Typen aufgefafit werden und somit auch nicht zur
Indizierung zugelassen sind (predicative polymorphism), ist ein charakteristisches Merkmal
des Hindley/Milner Polymorphismus. In Systemen mit stirkerem Polymorphismus werden
auch andere Index- bzw. Zielmengen zugelassen. Dies wird dann natiirlich auch syntaktisch
durch entsprechende Bindungsmechanismen reflektiert. Fine Einfithrung in diese Modellvor-
stellung fiir den Hindley/Milner Polymorphismus findet sich in [Sok89]. Dort wird auch der
Begriff shallow polymorphism als Synonym fiir Hindley /Milner Polymorphismus verwendet.

Ein wichtiger Umstand, der sich auch auf die noch zu beschreibende Semantik von Typklassen
auswirkt, ist die Tatsache, dafl es im Mengenuniversum U wesentlich mehr Mengen gibt, als
iber die Interpretation von Typtermen erreicht werden kénnen. U ist somit nicht termerzeugt
bzgl. Typtermen! Dies sieht man sofort ein, wenn man die geforderten Abschlufieigenschaften
fiir das Universum U betrachtet. Da es zum Beispiel kein syntaktisches Konstrukt zur Bil-
dung von Subtypen gibt, der Abschlufl von U aber beziiglich dieser semantischen Konstruktion
gefordert wird, kann U nicht termerzeugt sein. Der Grund fiir diese starken Abschlufiforde-
rungen liegt zum Teil in der Erkldrung fiir die Methode der konservativen Erweiterung von
Modellen. Hierbei wird aus einem beliebigen Modell fiir die alte Theorie ein Modell fiir die
neue Theorie konstruiert, so daf} die Restriktion des neuen Modells bzgl. der Signatur der
alten Theorie gerade das alte Modell ergibt. Bei der Einfiihrung eines neuen Typs bzw. ei-
nes Typkonstruktors muf} ein Modell konstruiert werden, das eine zusitzliche Interpretation
fiir den neuen Typ(konstruktor) aufbauend auf einem Modell fiir die alte Theorie enthilt?.
Damit die Abgeschlossenheit bzgl. der bereits im alten Modell interpretierten Typkonstruk-
toren erhalten bleibt, ist dies im allgemeinen aber nur moglich, wenn schon das Modell fiir
die alte Theorie reichhaltig genug ist, um den neuen Konstruktor zu interpretieren. Bei der
konservativen Theorieerweiterung um neue Typen werden stets nichtleere Teilmengen eines
schon interpretierten Typs herangezogen, und daher mufl das Modell der alten Theorie schon
alle potentiellen Teilmengen enthalten. Daraus erkldrt sich die Forderung nach der Abge-
schlossenheit bzgl. nichtleerer Teilmengen. Ahnliche Uberlegungen in Bezug auf konservative
Theorieerweiterung fithren dazu, dafl es bei der Definition fiir die Semantik polymorpher
Funktionen verniinftiger ist, nicht mit einer syntaktischen Indizierung durch Typterme zu
arbeiten, sondern die Mengen in U als Indizes zu verwenden.

Nach dieser Skizzierung des Hindley/Milner Polymorphismus werde ich jetzt schrittweise die
Idee fiir eine Erweiterung dieses Konzepts um Typklassen prisentieren. Hierbei werde ich
mein konkretes Ziel der Integration von LCF in HOL als Leitfaden benutzen und vorwie-
gend semantische Argumente fiir die Verwendung von Typklassen ins Feld fiihren. Is sei

2fiir jede frei vorkommende Typvariable eine Stelle.
¥siche [GM93, Kapitel 16] und Abschnitt 2.6.
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jedoch darauf hingewiesen, dafl das Konzept der Typklassen unabhingig von diesen semanti-
schen Uberlegungen aus rein syntaktischen Griinden von Tobias Nipkow in Isabelle eingebaut
wurde [Nip91], lange bevor ich mit der hier vorliegenden Arbeit begonnen habe. Diese hier
dargestellte informelle Beschreibung und auch die formale Behandlung in den Abschnitten
2.3 bis 2.6 erfolgte nachtriglich und stellt meine persénliche Auffassung vom Konzept der
Polymorphie mit Typklassen dar.

Nachdem die Semantik fiir Typen, Typkonstruktoren, Typvariablen und polymorphe Kon-
stanten in HOL skizziert ist, kénnen wir uns nun den entsprechenden Konzepten in der Logik
LCF zuwenden. Die Erkldrung der Polymorphie erfolgt hier genauso wie in HOL, nur dafl
sich die LCF-Semantik von Typen von der entsprechenden HOL-Semantik wesentlich unter-
scheidet. In LCF werden Typen nicht nur als Mengen interpretiert sondern als Bereiche, d.h.
Mengen mit w-cpo Struktur und einem bzgl. der Ordnung kleinsten Flement. Hierfiir benotigt
man ein Universum BU von Bereichen, welches bzgl. diverser Bereichskonstruktionen abge-
schlossen sein muf}, etwa der Bildung des strikten Produkts oder des Bereichs der stetigen
Funktionen iiber Bereichen. Die Belegung von Typvariablen erfolgt mit Bereichen aus diesem
Universum. Neben anderen polymorphen Konstanten gibt es in LCF die speziellen Konstan-
ten L und C . Wenn der Typ 7 unter einer bestimmten Belegung den Bereich B, € BU
als Interpretation hat, so wird die Instanz von L fiir diesen Typ 7 als das kleinste Element
in B; interpretiert. Entsprechend ist die Interpretation fiir die 7-Instanz von C gerade die
Ordnungsrelation auf dem Bereich Bj.

2.2.2 Hindley/Milner Polymorphismus mit Typklassen

Will man nun HOL und LCF zusammenbringen und den Polymorphismus beider Logiken bei-
behalten, d.h. sowohl Typkonstruktoren und Typvariablen fiir HOL-Mengentypen als auch
Typkonstruktoren und Typvariablen fiir LCF-Bereichstypen anbieten, so mufl man syntak-
tisch und semantisch eine Unterscheidung dieser beiden Welten vorsehen.

Fine syntaktische Trennung erreicht man, indem man zwei Arten (Klassen) von Typen
einfiihrt. Die Klasse fiir die HOL-Mengentypen nenne ich top* und die Klasse fiir die
LCF-Bereichstypen nenne ich pcpo. Typvariablen fiir Mengentypen (Typen in Klasse top)
bekommen den Index fop, etwa aiop, und Typvariablen fiir Bereichstypen bekommen den
Index pepo, etwa apepo. Bei Typkonstruktoren kennzeichnet man, auf welcher Klasse sie
operieren, d.h. man ordnet ihnen eine sogenannte Aritdt (arity) zu. Die Aritdt besagt, aus
welcher Klasse die Argumente des Konstruktors kommen und in welcher Klasse das Ergebnis
der Konstruktion liegt. Zum Beispiel erhilt der Konstruktor =- fiir den vollen Funktions-
raum die Aritdt = :(fop, top)top, der Konstruktor — fiir den Typ der stetigen Funktionen
aber dagegen die Aritdt® — :(pepo, pcpo)pepo. Typkonstanten sind der Spezialfall eines
Typkonstruktors. So bekommt zum Beispiel der zweielementige® HOL-Typ bool die Aritit
bool: top, wogegen der LCF-Typ der programmiersprachlichen Wahrheitswerte ¢r die Aritit
tr:pepo erhilt. Eine Semantik fiir die beiden Klassen top und pepo erhilt man, indem man

*die Bezeichnung top ist an dieser Stelle noch unmotiviert, wird sich aber spiter kliren.

cigentlich ist = :(top, top)top die Aritdtsvereinbarung, die dem Typkonstruktor = die Aritit
(top, top)top zuordnet. Ich werde im folgenden jedoch nicht so genau zwischen Aritdt und Arititsverein-
barung unterscheiden.

Sdie Interpretation des Typs ist eine zweielementige Menge.
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die Klasse top durch das HOL-Mengenuniversum U interpretiert und die Klasse pcpo durch
das LCF-Universum von Bereichen BU.

Diese gerade skizzierten syntaktischen und semantischen Erweiterungen geniigen jedoch noch
nicht, um HOL und LCF innerhalb eines logischen Rahmens zu behandeln. Versuchen wir
etwa, der polymorphen Konstanten C ein Typschema zuzuordnen, so kommt dafiir nur das
Schema apepo = Qpepo = bool in Frage. Auf der einen Seite soll die Konstante T gemdf}
LCF-Semantik fiir jede Instanz als die Ordnungsrelation auf dem entsprechenden Bereich
interpretiert werden, daher die Typvariable apcpo. Auf der anderen Seite bekommt eine bindre
Relation in HOL den Typ atop = @top = bool, denn nur durch Verwendung des Konstruktors
= fiir den vollen Funktionsraum und der Typkonstanten bool kann ausgedriickt werden, daf}
es sich um ein zweistelliges Prddikat handeln soll. Das Typschema apcpo = apepo = bool
148t sich aber bei Beachtung der Aritit = :(fop, top)top nicht bilden. Vielmehr wiirde fiir
die Bildung des Teilterms aycpo = bool und darauf aufbauend in einem zweiten Schritt fiir
Qpepo = QApepo = bool die Aritdt = :(pepo, top)top bendtigt.

Als Losung fiir dieses technische Problem kann man die Zuordnung mehrerer Aritdten
fiir einen Typkonstruktor erlauben, hier = :(top,top)top und = :(pcpo,top)top, oder
man geht gleich dariiber hinaus und fiithrt eine Ordnungsbeziehung (Subklassenbeziehung)
zwischen Typklassen ein, dhnlich dem Subtypkonzept aus der ordnungssortierten Algebra
[GogT8, Gog76, Qia90, Han91]. Dort diirfen auf einem bestimmten Typ definierte Funktionen
auch auf Argumente eines jeden Subtyps angewendet werden. Wenn wir diese Idee iibertra-
gen, so bietet es sich an, die Klasse pcpo als Teilklasse von top zu vereinbaren (pepo < top).
Dann ist die Bildung des Typterms apepo = Qpepo = bool mit der Aritédt = :(top, top)top
aufgrund der ordnungssortierten Interpretation sehr wohl méglich. Die zusdtzliche Aritét
= :(pcpo, top)top eriibrigt sich dann.

Dieser Weg wurde von Tobias Nipkow bei der Erweiterung des Isabelle-Typsystems einge-
schlagen. Urspriinglich wurde dieses stirkere Typkonzept von ihm eingebaut, um ein feineres
Instrument zur Formalisierung von Objektlogiken bereitzustellen. Tobias Nipkow gibt hierzu
in [Nip91] einige Beispiele. Da aber das Typsystem der Isabelle-Metalogik auch in den Ob-
jektlogiken zur Verfiigung steht, ist mit Nipkows Formalisierung von HOL in Isabelle eine
Version von HOL mit Typklassen entstanden. Trotz dieses stirkeren Typkonzepts, das die
bereits erwdhnte Anwendung von Typkonstruktoren auf Typen in Teilklassen und zusitzlich
die Uberladung von Typkonstruktoren mit mehreren Arititen erlaubt, bleibt die wichtige
Eigenschaft der automatischen Typinferenz erhalten [Nip91, NP93].

Nach Beseitigung der syntaktischen Schwierigkeiten durch Einfiihrung der Polymorphie mit
ordnungssortierten Typklassen ist jetzt noch eine Erklirung fiir die Semantik der Teilklas-
senbeziehung notwendig. Diese mdchte ich anhand des Beispiels der beiden Klassen top und
pepo und ihrer Teilklassenbeziehung pepo < top geben. Betrachten wir dazu die Abbildung
2.1.

Jede Klasse wird durch ein eigenes Universum interpretiert. Welche mathematischen Struk-
turen die Elemente der einzelnen Universen sind, hdngt von der jeweiligen Klasse ab. Im Fall
der Klasse top ist die Interpretation das oben vorgestellte Universum U von Mengen. In Ab-
bildung 2.1 wird es durch die rechte Blase dargestellt. Die Klasse pcpo hat als Interpretation
ein Universum von Bereichen, was durch die linke Blase in Abbildung 2.1 reprisentiert wird.
Die beiden Universen sind aber nicht véllig unabhidngig voneinander, sondern sind {iber eine
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Abbildung fgt miteinander gekoppelt, so dafl eine Reihe von Bedingungen erfiillt ist. Finige
dieser Bedingungen seien im folgenden informell beschrieben.

charakteristische Konstanten der Klasse pepo:
L:apepo

C :apepo = Qpepo = bool
Interpretationen der Instanzen fiir Typ tr:
Ly € Jyt(tr)

C 4 € fot(tr) = fgt(tr) = bool

pCpO \\/
fgtpcpo,top

Abbildung 2.1: Teilklassenbeziehung zwischen pepo und top

Im linken Universum fiir die Klasse pepo diirfen nur Bereiche enthalten sein, also Mengen mit
w-cpo Struktur und kleinstem Element. Mathematisch lassen sich solche Bereiche zum Bei-
spiel durch Tripel X = (carx, C x, Lx) modellieren, wobei carx die Trigermenge darstellt,
C x die Ordnungsrelation und 1 x das kleinste Element in cary bzgl. C x.

Charakteristisch fiir Elemente im Universum fiir die Typklasse pepo ist das zusitzliche Vor-
handensein der Interpretationen C x und Lx fiir die syntaktischen, in apep, polymorphen,
Konstanten T und L. Diese Konstanten werden die charakteristischen Konstanten der
Klasse pepo genannt. Uber das pure Vorhandensein hinaus miissen diese Interpretationen
natiirlich auch die intendierten Figenschaften erfiillen. C x muf} eine w-kettenvollstindige
Ordnungsrelation auf carx sein, und Lx mufl wirklich das kleinste Element bzgl. dieser Ord-
nung sein. Diese Figenschaften kénnen durch Axiome iiber den polymorphen Konstanten C
und L formuliert werden. Diese Axiome werden die charakteristischen Axiome der Klasse pcpo
genannt’. In Abschnitt 2.3 werden wir sehen, wie charakteristische Konstanten und Axiome

Thier im Beispiel erwihne ich nur die beiden Klassen pepo und top. Im Kapitel 4 werde ich eine reichhaltigere
Klassenhierarchie verwenden und eine zusitzliche Klasse po der partiellen Ordnungen einfiihren.
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fiir eine Klasse als solche in HOLC-Theorien gekennzeichnet werden. Uber die spezielle
Interpretation dieser charakteristischen Konstanten werde ich gleich noch mehr sagen.

Weiterhin kann man aus jedem Element im linken Universum ein Element im rechten Uni-
versum gewinnen, indem man einfach die zusitzliche Bereichsstruktur, d.h. C x und L,
vergifit. Dieses Vergessen der Struktur fiir jeden beliebigen Bereich in pepo wird mathematisch
iiber die totale Abbildung fgt (forget) von pepo nach top bewerkstelligt. Die Teilklassenbe-
ziehung pepo < top wird also durch das Vorhandensein der Vergifi-Abbildung fgt mit
den gerade erwdhnten Figenschaften interpretiert.

pepo,top

Allgemein wird die Teilklassenbeziehung ks < ky zwischen zwei Typklassen interpretiert, in-
dem man eine Vergifi-Abbildung fgt,, , zwischen den beiden Universen fiir k; und k; definiert,
die gerade die bzgl. k; zusdtzliche charakteristische Struktur der Elemente in k5 vergifit und
so ein Element im Universum fiir k; erzeugt. Die Abbildung fgt;, , mufl immer total sein, ist
im allgemeinen aber weder injektiv noch surjektiv! Im Beispiel aus Bild 2.1 wird fgt .0 t0p
wohl nicht injektiv sein, da es viele Méglichkeiten gibt, eine Menge mit einer Bereichsstruk-
tur zu versehen. Vergifl-Abbildungen fgt,_ , , die nicht surjektiv sind, treten immer dann auf,
wenn in k; Elemente enthalten sind, die nicht geeignet zu Elementen in k, erweitert werden
kénnen, so dafi die charakteristischen Eigenschaften der Klasse ks gelten. Man betrachte
etwa die Klasse fin der endlichen Typen mit fin < top. Hier gibt es zwar keine charakte-
ristischen Konstanten, aber die charakteristische Eigenschaft, eine endliche Trigermenge zu
haben, schlief3t alle Typen mit unendlicher Trigermenge aus top als potentielle Elemente in
fin aus.

Im Bild 2.1 wird die Abbildung fgt,cp0 top am Beispiel des Elements tr gezeigt®. Durch
Anwendung von fgt auf ir entsteht nach Vergessen der zusidtzlichen Bereichsstruktur ein
Element fgt(¢r) in der Klasse top, welches nur aus der Trigermenge von tr besteht, die ich im
Bild mit cary, bezeichnet habe. Aufgrund der speziellen Semantik der Klasse top bestehen alle
Elemente dieses Universums nur aus Tragern. Im allgemeinen, wenn die Zielklasse nicht top
ist, liefert die Anwendung der fgt-Funktion aber Elemente, die nicht nur aus Trigern bestehen,
sondern zusitzlich Interpretationen fiir charakteristische Konstanten enthalten. In diesem
Zusammenhang ist bei Verwendung des € Zeichens stets der Zugriff auf die Tragermenge des
Elements gemeint. Als ich vorhin erklirt habe, daf§ die Semantik der Klasse top das HOL-
Universum U von Mengen ist, war das nicht ganz korrekt. Eigentlich sind im Universum top

Elemente enthalten, die nur aus einer Trigermenge bestehen, welche ihrerseits eine Menge im
HOL-Universum U ist.

Mit Hilfe der Abbildung fgt kénnen wir jetzt auch die Interpretation des Terms tr = tr = bool
erkldren, wenn = die Aritdt (top, top)top hat. Zuerst interpretieren wir ¢r im Universum fiir
pepo und erhalten das Tripel in der linken Blase. Dann wenden wir fgt an, was zu einem Ele-
ment fgt(tr)in der Klasse top fiihrt. Auf dieses Element diirfen wir die Interpretation von =

anwenden und bekommen somit die Interpretation fgt(tr) = fgt(tr) = bool fiir den Typterm
tr = tr = bool. Analog erkldrt man die Interpretation fiir den Typterm apcpo = apepo = bool,
der uns vorhin schon bei der Motivation fiir die Finfithrung von Typklassen als Typschema
fiir die polymorphe Konstante C begegnet ist.

Die Erklarung fiir polymorphe Konstanten habe ich oben bereits fiir den normalen Hin-
dley/Milner Polymorphismus gegeben. Fiir die Polymorphie mit Typklassen 148t sich die

8um die Notation iibersichtlich zu halten, habe ich im Bild nicht zwischen dem Typ tr und seiner Interpre-
tation als Bereich unterschieden. Dasselbe gilt fiir den Typ bool und den Typkonstruktor = .
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ibliche Sichtweise einfach anpassen. Die Idee mit der Indizierung einer Familie durch Ele-
mente eines Typuniversums wird iibernommen. Betrachten wir die polymorphe Konstante
¢ mit Typschema 7(apcpo, Btop). Dabei steht 7(apepo, Btop) fiir ein Typschema 7, in dem
die Typvariablen apcpo und Btop vorkommen. Die Interpretation von c ist wieder eine ganze
Familie, die diesmal durch einen zweistelligen Index indiziert wird. An erster Stelle wird
mit Elementen aus dem Universum fiir pepo indiziert und an zweiter Stelle mit Elementen
aus dem Universum top. Dies wird durch die im Schema vorkommenden Typvariablen der
verschiedenen Klassen festgelegt®. Sei nun 7, ein Typterm in der Klasse pcpo und 7, ein
Typterm in der Klasse top'?, und sei fernerhin unter irgendeiner Belegung die Interpretation
fiir 7, der Bereich B; € pepo, die Interpretation fiir 75 das Element M, € top und E die In-
terpretation der 7y, 7o-Instanz 771 /@ pepo, T2/ Btop]. I ist dabei ein Element im Universum fiir
die Klasse, die dem Typterm 7[71/apepo, T2/ Btop] zugeordnet wird. Dann ist die Interpreta-
tion des Terms c:7[71/apepo, T2/ Brop] dasjenige Element in der Familie, welches mit (B, M»)
indiziert wird und welches im Trager der Struktur E liegt. Die formale Definition dieser
Begriffe in Abschnitt 2.4 wird zeigen, daf} hier nur an den richtigen Stellen die entsprechen-
den Vergi-Abbildungen eingesetzt werden miissen, damit die Idee fiir den Hindley/Milner
Polymorphismus auf Polymorphie mit Typklassen hochgezogen werden kann.

Das eben gesagte trifft auf alle polymorphen Konstanten zu. Fiir die Interpretation der
charakteristischen Konstanten einer Klasse, die immer polymorph in genau einer Typvaria-
blen dieser Klasse sind, gelten dariiber hinaus noch weitere Eigenschaften. Betrachten wir
dazu die charakteristische Konstante C der Klasse pcpo aus unserem Beispiel in Abbildung
2.1 und iberpriifen dabei zunichst die Modellvorstellung aus dem letzten Absatz. Die In-
terpretation von L ist eine Familie, die wegen des Typschemas apcpo = Qpepo = bool mit
einem Element aus dem Universum fiir die Klasse pepo indiziert wird. Dieses Universum,
die linke Blase, ist im Bild der Einfachheit halber ebenfalls mit pcpo bezeichnet. Die Inter-
pretation des Typterms ¢r ist das Tripel (caryy, C ¢, L4), welches im Bild wieder einfach
mit ¢r abgekiirzt wird. Gemidfl dem letzten Abschnitt ist die Interpretation der tr-Instanz
C :tr= tr = bool, im Bild mit C ;. bezeichnet, dasjenige Element der Familie, welches mit
dem Tripel ¢r indiziert ist, und welches ein Element im Triger der Interpretation des Typ-
terms tr = tr = boolist. Die Interpretation dieses Typterms ist aber wie bereits beschrieben
das Element fgt(tr) = fgt(tr) = bool im Universum top. Soweit gibt es keinen Unterschied
zu anderen polymorphen Konstanten.

Der besondere Punkt bei der Interpretation charakteristischer Konstanten ist, daff das indi-
zierte Mitglied der Familie, hier C 4., bereits im Index (cary., C 4, Ly,) enthalten ist. In
dieser Figenheit finden wir die LCF-Idee wieder, daf} die Interpretation des polymorphen Ord-
nungssymbols C immer gerade die Ordnung auf dem Bereich ist, fiir den wir die polymorphe
Funktion spezialisieren (instantiieren). Im allgemeinen gilt fiir alle Elemente im Universum
einer Klasse, daf} sie die Interpretationen all der fiir die Klasse charakteristischen Konstanten
mit sich herumtragen'!.

Nun kénnen wir die Syntax und Semantik von Typen in der Klasse pcpo unter einem neuen
Blickwinkel betrachten. Der Typterm ¢r steht fiir den ganzen Bereich. Ausdriicke wie TT:tr

®welche Stelle im Index dabei von welcher Typvariablen gekennzeichnet wird, entscheidet man iiber eine
geeignete totale Ordnung auf Typvariablen.

10hzw. ein Typterm in einer entsprechenden Teilklasse.

11in Abschnitt 2.4 werden wir sehen, daB auch die Interpretationen fiir die char. Konstanten aller Oberklassen
in geeigneter Weise in den Elementen der Klassen kodiert sind.



28 HOLC: Eine Logik héherer Stufe mit Typklassen

bedeuten, dafl die Interpretation der Konstanten 7T ein Element im Triger des Typs tr ist.
Auf die partielle Ordnung des Bereichs greifen wir {iber die Instantiierung der charakteristi-
schen Konstanten C zu, und das kleinste Element ist iiber die charakteristische Konstante L
erreichbar. Die charakteristischen Konstanten einer Klasse fungieren sozusagen als Selekto-
ren fiir die Komponenten der Elemente in den Klassenuniversen. Auf den Triger wird dabei
syntaktisch nur implizit Bezug genommen.

Wenn wir diese Behandlung von Bereichen als Typen mit der Formalisierung von Bereichen
in den Arbeiten von Petersen und Agerholm vergleichen, so werden die Vorteile der Polymor-
phie mit Typklassen sofort deutlich. Statt immer explizit in der Syntax mit Paaren (D, R)
zu arbeiten und die Figenschaften der Bereiche eigenhindig in Form von Pramissen iiber D
und R herumzureichen, wird die Ordnung tiber die charakteristische polymorphe Klassen-
konstante C erreichbar gemacht, und die Figenschaften werden durch die charakteristischen
Klassenaxiome ausgedriickt. Die logische Aussage, daf eine Konstruktion auf Bereichspaa-
ren (D, R) wieder einen Bereich erzeugt, wird hier iiber die Zuordnung von Arititen an
Typkonstruktoren bewerkstelligt. Der Formalismus der Aritdten kann als einfache Hornklau-
sellogik aufgefaBt werden, und die Typinferenz ist ein automatischer Beweiser fiir Mengen
solcher Hornklauseln, der auf der Grundlage der Aritdten berechnet, ob ein Typterm in einer
bestimmten Klasse liegt. Hier finden sich also in einer schwachen Form die Ideen des proposi-
tions as types Paradigmas aus der konstruktiven Typtheorie wieder. Teile der Logik, die bei
Petersen und Agerholm explizit auf der Termebene abgehandelt werden miissen, werden hier
automatisch von Typsystem erledigt.

2.2.3 Einfiihrung einer neuen Klasse

Wenn man eine Theorie durch Signatur oder Axiome erweitert, dann stellt sich immer die
Frage, ob es fiir die neue Theorie Modelle gibt. Diese Frage 14t sich nicht allgemein beant-
worten, sondern hingt immer von der speziellen Erweiterung ab. Man kann aber fiir gewisse
Erweiterungsschemata die Existenz von Modellen garantieren, wenn die Theorie, auf der die
Erweiterung basiert, ein Modell hat. Fir HOL sind solche Schemata bekannt, die sogenann-
ten konservativen Theorieerweiterungen. In den folgenden Abschnitten werde ich informell
Schemata einfiithren, die die konservative Firweiterung von Theorien um neue Klassen und
Aritaten fiir Typkonstruktoren sicherstellen. Die hier vorgestellten Schemata werden formal
in Abschnitt 2.6 behandelt und stellen den Satz von Schemata dar, der neben den von HOL
bekannten Frweiterungsmechanismen notwendig war, um HOLCF konservativ zu entwickeln.

Zuerst mochte ich erkldren, wie man zu einer Theorie eine neue Klasse hinzufiigt und welche
Arbeiten im Vorfeld nétig sind, um die konservative Erweiterbarkeit fiir Modelle der alten
Theorie zu gewihrleisten. Betrachten wird dazu eine Theorie Base, die nur die Typklasse top
enthilt. Dies kénnte zum Beispiel die pure HOL-Theorie von Gordon sein, da die Typklasse
top in der Logik HOLC gerade die Rolle des kompletten Typuniversums der Logik HOL
ibernimmt. Weiterhin sei in der Theorie Base der Typ void zusammen mit einer bindren
Relation less_void auf dem Typ void bekannt. Die Rolle des Typs void und der Relation
less_void wird im Laufe des folgenden Beispiels klar werden.

Zu dieser Theorie werden wir jetzt die Typklasse po der partiellen Ordnungen mit der charak-
teristischen Konstanten C und den charakteristischen Axiomen fiir eine partielle Ordnung
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hinzufiigen. Ich w&hle das Beispiel der Klasse po, da hier nur eine charakteristische Kon-
stante notwendig ist und die charakteristischen Axiome einfach zu formulieren sind. Zudem
entspricht die Erweiterung um po auch genau der Vorgehensweise, die ich bei der Entwicklung
von HOLCF in Kapitel 4 angewendet habe. Der Grund, wieso ich in den vorangegangenen
Abschnitten gleich mit der Klasse pepo von w-kettenvollstdndigen partiellen Ordnungen mit
kleinstem Element gearbeitet habe, liegt darin, daf§ ich die Einfiihrung des Klassenmecha-
nismus iiber den Versuch der Integration von HOL und LCF motiviert habe. Hier war die
Verwendung der Klasse pepo am naheliegendsten.

Zur Notierung des Beispiels verwende ich gleich die Syntax des Isabelle-Systems'?, die in
Kapitel 3 noch genauer beschrieben wird. Die Erweiterung der Theorie Base durch die Klasse
po ist in Bild 2.2 abgebildet.

Porder = Base +

classes po < top
arities void: po

consts

C:ap = apo = bool (infix] 55)
rules

refl _less rCx

antisym _less crCyAyCar—a=y9

trans_less rCyAnyCLz—zLC 2

inst_void_po ( C :void = void = bool ) = less_void
end

Abbildung 2.2: Neue Typklasse po

Die neue Theorie Porder baut auf der Theorie Base auf, was mit dem Zeichen + angezeigt
wird. Zuerst wird mit dem Schliisselwort ‘classes’ die neue Klasse po eingefiihrt und de-
ren Finordnung in die Klassenhierarchie mittels po < top angezeigt. Die nédchste Zeile mit
Schliisselwort ‘arities’ vereinbart fiir den Typkonstruktor void die Aritit void: po, d.h. der Typ
void soll in der Klasse po liegen. Uber den Zweck dieser Vereinbarung werde ich weiter unten
noch reden, vorerst kénnen wir diese Zeile jedoch ignorieren. Danach wird mit dem Schliissel-
wort ‘consts’ der Teil der Spezifikation eingeleitet, in dem die neuen Konstanten vereinbart
werden. Hier ist es nur die polymorphe Konstante © mit Typschema a,, = apo = bool, die
die charakteristische Konstante fiir die Klasse po sein soll. Fiir die Konstante wird auch gleich
eine Infix-Schreibweise nebst Bindungsstirke vereinbart. Im letzten Abschnitt, der mit dem
Schliisselwort ‘rules’ beginnt, stehen die zusdtzlichen Axiome der Theorie Porder. Die ersten
drei Axiome beschreiben die charakteristischen Figenschaften der Klasse po. Bemerkenswert

12die Syntax ist sehr ahnlich zur Isabelle-Syntax. Ich verwende jedoch graphische Sonderzeichen und un-
terdriicke syntaktische Feinheiten, die fiir das Beispiel irrelevant sind.
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dabei ist, daf} die charakteristische Konstante C zur Formulierung der Ordnungseigenschaf-
ten benutzt wird, und dafl die Axiome genau in der Variablen ap, polymorph sind'®. Das
letzte etwas abgesetzte Axiom beschreibt die Instanz der Ordnungsfunktion C fiir den Typ
void. Wie die Vereinbarung der Aritit void:po wollen wir dieses Axiom zunéchst ignorieren.

In Abschnitt 2.3 iiber die formale Syntax von HOLC werden wir sehen, wie gewisse Kon-
stanten der Signatur und gewisse Axiome als charakteristisch fiir eine Klasse ausgezeichnet
werden kénnen. Beim Betrachten des Beispiels stellen wir jedoch fest, dafl in der verwendeten
Isabelle-Syntax keine Moglichkeit besteht, charakteristische Konstanten und Axiome auszu-
zeichnen. Hier zeigt es sich, dafl der Klassenmechanismus urspriinglich nicht dazu gedacht
war, um in Objektlogiken eingesetzt zu werden. Uber dieses kleine notationelle Problem helfe
ich mir durch folgende Konvention hinweg. Wenn in einer Spezifikation das Schliisselwort
‘classes’ vorkommt, dann darf nur genau eine neue Klasse eingefiihrt werden. Damit wird
diese Spezifikation als Klassenspezifikation gekennzeichnet. Alle Konstanten, die eingefiihrt
werden, sind charakteristische Konstanten dieser Klasse. Alle Axiome aufler Instanzaxiomen,
die an ihrer syntaktischen Form leicht zu erkennen sind, sind charakteristische Axiome der
neuen Klasse.

Syntaktisch haben wir die Klasse po jetzt eingefiithrt, und es bleibt noch zu zeigen, wie ein
beliebiges Modell M, fiir die Theorie Base zu einem Modell M, fiir die Theorie Porder
erweitert werden kann, so dafl die Restriktion von M, bzgl. der Signatur der Theorie Base
wieder das urspriingliche Modell M ergibt. Sei also jetzt ein Modell M, fiir die Theorie Base
gegeben. Aus der vorher skizzierten Modellvorstellung fiir die Polymorphie mit Typklassen
ersehen wir, daf§ wir ein neues Universum konstruieren miissen, das als Interpretation fiir die
Klasse po dienen kann. Als Ausgangspunkt fiir die Konstruktion wihlen wir das Universum
fiir die Typklasse top, denn top wurde in der Theorie Porder mittels po < top als unmittelbare
Oberklasse von po vereinbart. Der Einfachheit halber bezeichnen wir die Universen, welche
als Interpretationen fiir die Typklassen dienen, wieder mit den Namen der Typklassen. Die
Interpretation fiir die neue Klasse po ist das Universum po, das durch folgende (semiformale)
Definition gegeben ist.

es gibt ein X = (carg) € top, so dafi:
carx = carg A }
CxeX=X= boolA

char. Axiome von po gelten unter ap, — (carx, C x)

po={X = (carx, C x) |

In po sind also Paare'* X = (carx, C x) enthalten, so da X = (carx ) ein Element im Univer-
sum top ist und C x € X = X = bool eine typkorrekte Interpretation fiir die Spezialisierung
der polymorphen Konstanten C auf X ist, wie es unserer Vorstellung von der Instanz einer
charakteristischen Funktion entspricht. Die dritte Bedingung sagt, dafl die charakteristischen
Axiome der Klasse po gelten miissen, wenn wir sie in einer Belegung interpretieren, die der
Typvariablen a,, das Paar (carx, T x) zuweist. Mit anderen Worten besteht das Universum

po aus allen partiellen Ordnungen (carx, E x), die einen Trager cary = carg eines Elements

13 diese Tatsache sicht man natiirlich nur, wenn man versucht die Axiome durch die allgemeinst mogliche
Typinformation zu erginzen. Diese ergibt fiir die Variablen z,y, » jeweils den Typ apo.

4in Abschnitt 2.4 werden wir sehen, daB die Kodierung geringfiigig komplizierter ist. Fiir das Beispiel hier
geniigt aber die Benutzung von Paaren.
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X aus dem Universum top verwenden und die mit irgendeiner Ordnungsfunktion C x auf
cary angereichert sind.

Nachdem das Universum fiir die neue Typklasse konstruiert ist, miissen wir die Funktion
fgt definieren, die die beiden Klassen po und top gemifl der Teilklassenbeziehung po < top
koppelt. Die Aufgabe der Funktion fgt ist das Vergessen der zusitzlichen Struktur und
somit folgt deren Definition kanonisch aus der Konstruktion der Paare in der Klasse po. Wir
definieren:

fgtpo,top((caer C X)) = (CarX)

Die Interpretation der charakteristischen Konstanten C ist ebenso kanonisch vorgegeben,
denn bei Indizierung der Familie durch das Element (carx, C x) wird nach Modellvorstellung
immer C yx ausgewidhlt. Fin Modell M, fiir die Theorie Porder erhalten wir, indem wir das
Modell M, fiir die Theorie Base um die Interpretation der Klasse po, die Funktion fgt,, ¢y
und die Interpretation der polymorphen Konstanten C erweitern. Die Modellerweiterung
ist konservativ tiber Base, da die Restriktion des Modells M, bzgl. der Signatur der Theorie
Base gerade wieder M; ergibt.

Bei der obigen Konstruktion habe ich vorausgesetzt, daf§ sie iiberhaupt durchfiihrbar ist.
Der einzige Punkt, an dem die Konstruktion scheitern konnte, ist die Bildung des neuen
Universums. Wir bilden hier eine Menge von Paaren (cary, C x) und miissen sicherstellen,
daB die Menge nicht leer ist*®. Daf sich Paare X = (carx, C x) mit

(carx) € top A CxeX=X= bool

bilden lassen, steht aufler Frage. Es koénnte jedoch sein, daf} es kein Paar (carx, C x) gibt,
fiir das die Klassenaxiome gelten®.

Um diesem Fall bei der Einfiihrung einer neuen Klasse vorzubeugen, sucht man im Vorfeld
einen Typ, fiir den die charakteristischen Axiome der Klasse sicher gelten. Dieser Typ wird der
Prototyp der Klasse genannt und ist in unserem Beispiel der Typ void, der genau ein Element
in der Trigermenge hat. Die Axiomatisierung des Typs wvoid unterschlage ich in diesem
Beispiel und zdhle nur die Annahmen auf, die fiir die Finfithrung der Klasse po wichtig sind.

e der Typ voidist schon in der Theorie Base bekannt und hat in dieser die Aritat void: top.
Diese Aritdt wurde ihm automatisch verliehen, als er gemdfl der HOL-Methode als
Typkonstruktor eingefiithrt wurde.

o weiterhin gibt es eine Funktion less_void vom Typ void = void = bool fiir die folgende
Theoreme in der Theorie Base bewiesen wurden:

less_void(z)(x)
less_void(z)(y) A less_void(y)(z) — x =y
less_void(x)(y) A less_void(y)(z) — less_void(z)(2)

!5 analog zu leeren Typen versucht man auch leere Klassen zu vermeiden, da sonst die Semantik und auch

die Formalisierung des Kalkiils umstandlicher wird. L&fit man leere Klassen zu, dann mufi man im Kalkiil
explizite Kontexte fiir die im Beweis benutzten Klassen vorsehen.

1%im Beispiel der Klasse po ergeben sich natiirlich keine Schwierigkeiten, im allgemeinen Fall kann es aber
sein, dafl die Axiome einer Klasse in keinem Typ giiltig sind. Die Einfithrung solcher Klassen muf} verhindert

werden.
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Die Aritat void:top bedeutet, dafl der Typ void in jedem Modell von Base durch ein Element
X = (carg) € top mit nichtleerer Tragermenge carg interpretiert wird. Die Existenz der
Funktion less_void bedeutet, daff in jedem Modell von Base, das den Typ wvoid durch das
Element X interpretiert, die Interpretation der Funktion less_void ein Element im Trager von
X = X = bool ist. Wegen der bewiesenen Theoreme wissen wir aber auch, dafl es zumindest
ein Paar X = (carx, C x) gibt, so dafi die Axiome der Klasse po gelten. Man nehme fiir
cary einfach die Trigermenge carg der Interpretation X des Typs void und fiir C x die
Interpretation der Funktion less_void. Somit ist die Konstruierbarkeit fiir das Universum po
und damit auch die konservative Erweiterung von M; zu M, sichergestellt.

Der Typ void und die Figenschaften der Funktion less_void sind also Zeugen dafiir, daf jedes
Modell der Theorie Base zu einem Modell M, der Theorie Porder erweitert werden kann. Um
dieses Zeugnis in der Klassenspezifikation von po zu fixieren, wird dort an void die zusatzliche
Aritit void:po vergeben und in den Axiomen die Instanz von C fiir den Typ woid auf die
Funktion less_void festgelegt. Das erklart die Teile der Klassenspezifikation von po, die ich
bisher nicht kommentiert habe.

2.2.4 Hinzufiigen neuer Aritaten

In diesem Abschnitt mochte ich erkldren, wie man die Vereinbarung einer neuen Aritét
(ki,...,k,)k fiir einen Typkonstruktor tc rechtfertigt. Dabei wird vorausgesetzt'?, dafl der
Typkonstruktor tc schon mit einer Aritét (ki, ..., k,)k ausgestattet ist, so daB k < k A Vi.k; <
k;. Insbesondere muf k ein unmittelbarer Nachfolger von k bzgl. der Klassenordnung sein.
Die Teilklassenbeziehung k; < k; bedeutet, daB die Typen in k; mehr Struktur aufweisen als
die Typen in k;. Daher kann man die neue Aritit so deuten, dafl der Typkonstruktor tc die
zusitzliche Struktur der Typen in k; dazu benutzt, einen Ergebnistyp in der Klasse k zu kon-
struieren, der wegen k < k eine bzgl. der Klasse k zusitzliche Struktur aufweist. Wenn & ein
unmittelbarer Nachfolger von k ist, dann wird die zusétzliche Struktur der Typen in k genau
durch die Klassenspezifikation von k gegeben. Das wiederum erleichtert die Formulierung der
Konstruktion und aller damit zusammenh&ngenden Bedingungen.

Die Voraussetzung, daf} fiir den Konstruktor tc schon die Aritat (kq,...,k,)k vereinbart ist,
bedeutet, daf} tc¢ schon in der Basistheorie bekannt sein mufl. Mit dem Schema, das ich gleich
beschreiben werde, kann man also keine neuen Typkonstruktoren einfiihren. Eine Methode,
um einen neuen Konstruktor einzufithren, ist die Methode der Erweiterung durch Typdefini-
tion, wie sie fiir die Logik HOL bekannt ist. Diese ist in [GM93] ausfiihrlich beschrieben und
wird auch von mir in Abschnitt 2.6 nochmals vorgestellt. Die Typkonstruktoren der Logik
HOL entsprechen Konstruktoren in HOLC, die eine Aritdt (ki,...,k,)top haben. Daher
kann man die HOL-Methode verwenden, um einen Konstruktor mit Aritat (ky,...,k,)top
einzufithren und aufbauend auf dieser Aritdt dann mit dem hier beschriebenen Mechanismus
weitere Aritdten fiir den Konstruktor einfiihren.

Das Schema zur Einfiihrung einer neuen Aritdt méchte ich hier wieder an einem Beispiel
erkldren. Betrachten wir dazu den Typkonstruktor = mit der Aritét (top, top)top. Bekann-
terweise kann man Funktionen partiell ordnen, wenn fiir die Bildmenge eine partielle Ordnung

17in Abschnitt 2.6 werden noch mehr Annahmen gemacht, die fiir die Erhaltung der automatischen Typin-
ferenz wichtig sind. Diese sind jedoch fiir diese informelle Erklarung unwichtig.
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bekannt ist, und man die Funktionen gemaf} dieser Ordnung punktweise ordnet. Dies legt die
neue Aritdt (top, po)po fiir den Typkonstruktor = nahe. Die Einfiithrung dieser Aritit erfolgt
in drei Schritten. Zuerst definieren wir eine polymorphe Funktion less_fun'® mit Typschema
(attop = Bpo) = (top = Bpo) = bool . Die entsprechende Theorie ist in Bild 2.3 dargestellt.

Funl = Porder +

consts
less_fun: (aop = Bpo) = (top = Bpo) = bool

rules

less_fun_def less_fun = (A fifa.Vo. fi(z) C fo(z))

end

Abbildung 2.3: Definition der punktweisen Ordnung

Man beachte, wie auf der rechten Seite der Definition in Bild 2.3 das polymorphe Ordnungs-
symbol C verwendet wird. Dies ist syntaktisch korrekt, da bei Erginzung der vollen Typin-
formation die Terme fi(2) und fo(x) den Typ Bpo haben.

Im zweiten Schritt weisen wir nach, dafl die Funktion less_fun den Raum der Funktionen
Qtop = Bpo partiell ordnet. Genauer gesagt beweisen wir, dafy die charakteristischen Axiome
der Klasse po gelten, wenn wir in den Axiomen die charakteristische Konstante C durch die
Funktion less_fun ersetzen. In der Theorie Funl sind also folgende Theoreme zu zeigen:

less_fun(z)(x)
less_fun(z)(y) A less_fun(y)(z) — z =y
less_fun(x)(y) A less_fun(y)(z) — less_fun(z)(2)

Jetzt sind alle Voraussetzungen fiir die Einfithrung der neuen Aritdt = :(top,po)po gege-
ben. Betrachten wir dazu die Abbildung 2.4. Sei ein Modell fiir Funl gegeben, und sei
die Interpretation des Typterms 7, ein Element M; € top und die Interpretation des Typ-
terms 7y die partielle Ordnung P, € po . Dann wird der Typterm 7 = 75 gemif der Aritdt
= :(top, top)top als Element M, € top mit My = (M) = fgt,,; 4o,(F)) interpretiert.

Weiterhin ist die Interpretation der 7, 7o-Instanz der polymorphen Funktion less_fun ein
Element less_funy, p, € My = My = bool. Ziehen wir noch die bewiesenen Theoreme fiir
less_fun in Betracht, dann sehen wir, dafl das Paar (cary,,less funy, p ) sicher eines der
Paare ist, die bei der konservativen Konstruktion der Klasse po als Elemente des Universums
po aufgenommen wurden. Die Interpretation des Typkonstruktors = mit Aritat (top, po)po
kann somit als diejenige Abbildung festgelegt werden, die Argumente M; und P, auf das

Paar (caryy,, less_funy;, p,) abbildet, wobei My = (M) = fgt,, 1,,(P2)) ist. Hier zeigt sich,

18 der Name der Funktion soll nicht bedeuten, daB mir die Formalisierung dieser Theorie keinen Spaff gemacht
hat.
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daB bei der Einfiihrung einer neuen Klasse alle potentiell méglichen Elemente des Universums
hinzugenommen werden miissen, damit bei einer spiteren Erweiterung durch eine neue Aritit
das konstruierte Paar sicher im Universum enthalten ist.

= :(top, top)top

My € top  fgt o 10p(12) € top My = (My = [l po,10p(F2)) € top
J9t o top + less_funy, p,
My € top Py € po (carag,, less_funyy, p,) € po

= :(top, po)po

Abbildung 2.4: Beziehung der Uberladungen von =

Diese Uberlegungen zeigen, daB fiir die neue Aritit = :(top, po)po eine Interpretation gefun-
den werden kann, und dafl das Modell von Funl konservativ erweitert werden kann, indem
man die eben skizzierte Interpretation fiir die neue Aritit hinzufiigt. Im dritten und letzten
Schritt, der in Bild 2.5 gezeigt ist, fiilhren wir die Theorie Fun2 mit der neuen Aritdt nebst
Instanzaxiom fiir die Ordnung ein.

Fun?2 = Funl +
arities = :(top, po)po

rules
inst_fun_po ( C (atop = Bpo) = (top = Bpo) = bool) = less_fun
end

Abbildung 2.5: Einfihrung der neuen Aritdt und Instanz

Nach dieser informellen Erliuterung fiir die Polymorphie mit Typklassen in HOLC folgt in
den verbleibenden Abschnitten dieses Kapitels die formale Behandlung der eben vorgestellten
Konzepte.



2.3 Syntax von HOLC 35

2.3 Syntax von HOLC

In diesem Abschnitt der Arbeit werde ich die formale Syntax der Logik HOLC (Higher-Order
Logic with Classes) einfiithren. Ich werde mich dabei, wie auch in den folgenden Abschnitten
iber die Semantik 2.4, das Deduktionssystem 2.5 und die Methode der konservativen Theo-
rieerweiterung 2.6, so kurz wie moglich fassen, da die Formalisierung von HOLC nicht das
zentrale Thema meiner Arbeit darstellt.

2.3.1 Typsignaturen und Typterme

Zuerst fithre ich einige Mengen fiir Bezeichner ein. Es seien folgende unendlichen und jeweils
paarweise disjunkten Mengen gegeben:

KID: die Menge KID enthélt Namen fiir Klassen. Auf KID sei eine totale, strikte Ordnung
<KID gegeben.

CID: die Menge CID enthdlt Namen fiir Konstanten.

TID: die Menge TID enthidlt Namen fiir Typkonstruktoren.

TVID: die Menge TVID enthilt Prifixe fiir Typvariablen. Auf TVID sei eine totale, strikte
Ordnung <7vp gegeben. Ich werde stets kleine griechische Buchstaben mit evtl. zusdtz-
lichen Ziffern fiir die Préfixe verwenden.

=Z: die Menge = ist die eigentliche Bezeichnermenge fiir Typvariablen. Sie wird aus den
Mengen KID und TVID gebildet und ist folgendermaflen definiert:

== {tv, | tv € TVID Ak € KID}
Die totalen Ordnungen der Mengen KID und TVID werden auf = wie folgt fortgesetzt:

t?]lkl = t?]ka <~ (t?]l <TVID t?]Q) V
(tvl = tv2 A k1 <gp k2)

Die Menge aller Typvariablen = 143t sich partitionieren in die Mengen der Typvariablen
= der Klassen k& € KID, indem man definiert:

¥: die Menge V¥ ist die Menge der Termvariablen.

Der Zweck der oben geforderten totalen Ordnungen wird im Abschnitt 2.4 deutlich werden.
Dort muf} fir polymorphe Konstanten eine Semantik definiert werden, die im allgemeinen
ein Element aus einem mehrstelligen, verallgemeinerten kartesischen Produkt sein wird. Die
Stelligkeit ergibt sich dabei aus der Anzahl der im Typschema der polymorphen Konstanten
vorkommenden Typvariablen. Mittels der totalen Ordnung kénnen diese Typvariablen kano-
nisch geordnet werden, und dies ermoglicht dann letztendlich die Definition einer eindeutigen
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Semantik. Auf diese Weise kann man die Typen polymorpher Konstanten als Schemata be-
handeln, die beliebig instantiiert werden diirfen. Dieser Trick wird auch in [GM93] verwendet,
wohingegen in der &lteren Version [Cam89] noch ein diesbeziiglicher Fehler enthalten war. Al-
ternativ kénnte man auch einen expliziten Bindungsmechanismus fiir Typvariablen einfiihren,
der die Reihenfolge der Typvariablen festlegen wiirde. Dies verkompliziert aber unnétig die
Syntax und Semantik.

Im folgenden werde ich o6fters endliche Abbildungen verwenden und verschiedene Notatio-
nen fiir sie beniitzen. ks ist jedoch immer das durch folgende Definition gegebene Konzept
gemeint.

Definition 2.1  Fndliche Abbildung

Eine endliche Abbildung f von der Menge A in die Menge B ist eine rechtseindeutige,
endliche Teilmenge f C A x B des Kreuzprodukts A x B und wird als Menge von Paaren
f=Ax1,y1),....(xn,yn)} notiert. Die Eigenschaft rechtseindeutig bedeutet dabei wie
iiblich:

V(2 y1), (0, 42) € foa1 =20 = Y1 = ¥o

Die Anwendung einer endlichen Abbildung ist definiert durch:

Fehler sonst

f(z) = { y wenn (z,y) € f

Statt der oben gerade eingefiihrten Notation f = {(z1,v1),...,(2n,y,)} werde ich bisweilen
auch alternative Notationen wie f = {1 — y,...,2, — y,} oder f = {&i:y1,...,2,:Un}
verwenden.

Als néchstes wird der Begriff der Typsignatur eingefiihrt.

Definition 2.2  Typsignatur

Fine Typsignatur € ist ein Tupel @ = (K, <,T'C'), so daf folgende Eigenschaften erfiillt
sind:

El: K C KID ist eine endliche Teilmenge von Klassenbezeichnern. Insbesondere
enthilt K den Klassenidentifikator top.

E2: < ist eine partielle Ordnung auf K, die durch eine endliche Menge von Paaren
(ki,ks) € K x K notiert wird. Die Ordnung < steht fiir die Teilklassenbeziehung
zwischen den Typklassen und hat nichts mit der totalen Ordnung <ykp zu tun.
Insbesondere mufi top die grofite Klasse beziiglich < sein.

E3: T'C ist eine endliche Menge von Tripeln (tc,[ky,..., k], k) € TID x Klist x K,
durch die alle Aritdtsvereinbarungen fiir Typkonstruktoren kodiert werden. Statt
der Tripelnotation verwende ich die Notation tc:(ky,...,k,)k bzw. te:k, falls die
Liste leer ist. Wenn die einzelnen Komponenten der Liste [k, ..., k,] nicht relevant
sind, schreibe ich auch kurz te:(w)k.
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F4:

E5:

E6:

E7:

ES&:

E9:

alle Typkonstruktoren haben eine einheitliche Stelligkeit, wobei mit Stelligkeit die
Liange | w| der Liste w gemeint ist. Es gilt also fiir alle t¢;:(w;)k; € TC und
teo:(wq)ke € TC:

tCl = tCz :>|w1 |:|w2|

die Teilklassenordnung < ist nach unten vollstandig (downward complete), d.h. fiir
je zwei Klassen ki, ks € K ist die Menge

kiNky={k|k<k Nk<ky}

entweder leer oder besitzt ein grofites Element.

die Typsignatur € ist reguldr (regular), d.h. fiir alle ¢ und w ist die Menge
R(te,w) = {k| . w < w' Ate:(w)k e TC}

entweder leer oder besitzt ein kleinstes Element. Die Ordnung < auf den Klassen
wird dabei komponentenweise auf Listen w iiber K fortgesetzt.

die Typsignatur € ist coreguldr (coregular), d.h. fiir alle ¢ und k ist die Menge
D(te,k)=A{w | I K <EkEAte:(w)k' e TC}
entweder leer oder besitzt ein grofites Element.

die Typsignatur § ist comonoton, d.h. fiir alle te:(wy )k, € TC und te:(wsy)k, € TC
gilt stets:

by < ky = wy < wsy
die Typsignatur  enthilt die minimale Typsignatur
Qutin = (K pins < Mins TCpin)

als Teilsignatur (i.Z. Qpp, C Q). Die Teilmengenbeziehung ist dabei komponen-
tenweise gemeint. Die einzelnen Komponenten der Minimalsignatur sind wie folgt
definiert:

Kpyin = {tOp}
<umin = {(top,top)}
TCuyin = {bool:top,ind:top, = :(top,top)top}

Die Eigenschaften downward complete, regular und coregular sind aus [Nip91] entnommen.
Meine formale Behandlung der Typklassen orientiert sich stark an dieser Arbeit. Diese Ei-
genschaften sind wichtig fiir Beweise im Zusammenhang mit der automatischen Typinferenz.
Die hier zusétzlich geforderte Eigenschaft der Comonotonie spielt eine wichtige Rolle in den
Beweisen im Abschnitt 2.4 iiber die Semantik. Sie erleichtert allerdings auch einige Beweise
iber die Syntax von HOLC.

Nun kénnen wir zuerst rohe Typterme und dann wohlgeformte Typterme iiber der Typsigna-
tur € einfithren.



38 HOLC: Eine Logik héherer Stufe mit Typklassen

Definition 2.3  Rohe Typterme
Die Menge der rohen Typterme RTTq iiber der Typsignatur € ist definiert wie folgt:

RTT = « falls k € K
| (RTT)...RTT,tc) fallste:(ky,...,k,)keTC
fiir beliebige ky,...,k,, k € K

Definition 2.4  Wohlgeformte Typterme, Typklassenherleitung

Die Menge der wohlgeformten Typterme Tq iiber der Typsignatur € ist durch das
untenstehende Ableitungssystem definiert. Dabei bedeutet das Typterm-Urteil 7::k,
daf} 7 ein wohlgeformter Typterm der Klasse k ist.

(tvar) k{ ke K

Qi

Tk Tk,
(11 ...7atc) 2k

(te)

{tc:(kl,...,kn)k eTC

Tk
E<E
(coerce) T::k’{ <

Die Menge der wohlgeformten Terme Ty, ;, der Klasse £ ist definiert als:
Tor=A{7]| 7k}
Die Menge aller wohlgeformten Terme Ty, ist die Vereinigung:

To = U Tax

keEK

Fiir Typterme, die den Standardkonstruktor = enthalten, verwende ich eine bequemere
Schreibweise. Statt (7,75 = ) schreibe ich 7y = 75, und Typterme wie 7, = 75 = 73 sollen wie
iiblich nach rechts, hier im Beispiel als 7, = (72 = 73), geklammert sein.

Weiterhin soll im folgenden 7'V (7) die Menge aller im Typterm 7 vorkommenden Typvariablen
bezeichnen. Die induktive Definition von T'V(7) ist offensichtlich.

Nachdem die wohlgeformten Typterme mittels des obigen Ableitungssystems definiert sind,
gebe ich nun einen Algorithmus an, der zu einem gegebenen rohen Typterm eine Herleitung fiir
dessen Wohlgeformtheit findet, falls dies tiberhaut méglich ist. Weiterhin hat die Herleitung
die Eigenschaft, daf} sie ein kleinstes Typterm-Urteil berechnet.
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Definition 2.5  Klasseninferenz TTINFq fir Typterme
Der Algorithmus wird in ML-artiger Notation angegeben.

TTINFq(ay) = a2k

TTINFo((tc)) =
let k' = mincodom(tc,]])

mn

(te) (te): K

TTINFa((rty...rt.tc)) =
D
let = TTINFq(rt;)

Tt ik
"D

" — TTINFq(rt
7,k a(rtn)

k' = mincodom(te, [ky, ..., kn])
[k, ..., k] = mazdom(tc, k')

D,
) t; ok,
Vi. D! = Tl iRy
i. D} = (coerce) p—

D,...D

] t
in(tc) (rty...rtate) k!

Die Hilfsfunktionen mincodom und mazdom sind definiert wie folgt:

mincodom{te, w) = { b e min(e ) = )

w  wenn maz(D(te, k)) ={w}

m(l$d0m(tcv k) = { fazl sonst

Fir den Algorithmus TTINFg gilt folgender Satz:

Theorem 2.1  Korrektheit von TTINF

Der Algorithmus TTINFq ist korrekt bzgl. des Herleitungssystems fiir wohlgeformte
Typterme.

Beweis: per Induktion iiber den Aufbau der Typterme unter Ausnutzung der Regularitit
und Comonotonie der Typsignatur §.

Weiterhin gilt folgender Satz {iber die Vollsténdigkeit von TTINFgq.
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Theorem 2.2 Vollstindigkeit von TTINFq

Der Algorithmus TTINFq ist vollstindig bzgl. des Herleitungssystems fiir wohlgeformte
Typterme. Insbesondere ist die von TTINFq berechnete Klasse die kleinste Klasse, die
iiber das Herleitungssystem fiir wohlgeformte Typterme berechnet werden kann.

D
TGTﬂyk/ —— TTINFQ(T): m/\kﬁk’

Beweis: per Induktion iiber den Aufbau der Typterme unter Ausnutzung der Regularitit
und Comonotonie der Typsignatur §.

Definition 2.6  Kleinste Klasse
Die kleinste Klasse lstq(7) des wohlgeformten Typterms 7 € Tg ist definiert als

D

Ista(T) =k wenn TTINFq(T) = p—"

Wenn es aus dem Zusammenhang klar ist, lasse ich den Index § bei [stg weg.
Als néchstes fithre ich den Begriff der Typsubstitution ein.

Definition 2.7  Typsubstitution

Sei ) eine Typsignatur. Eine Typsubstitution oq:= — Tq ist eine totale, und daher
unendliche Abbildung von Typvariablen aus = in Typterme 7 € T. Typsubstitutio-
nen sind zwar unendliche Abbildungen, unterscheiden sich aber nur an endlich vielen
Stellen von der Identit&t. Daher werden sie wie endliche Abbildungen kodiert, und le-
diglich die Anwendung wird unterschiedlich definiert. Fiir die endliche Kodierung einer
Typsubstitution sollen stets folgende Bedingungen gelten:

El: 0q C = x T, ist endlich.

E2: (Oék,T) € oq — ke K ANT¢€ Tﬂyk
E3: (ap, 1) A (g, Ta) = 71 = 7

Die Anwendung ist definiert als:

T wenn (ag,T) € g
oy sonst

O'Q(Oék) = {
Wenn es aus dem Zusammenhang klar ist, lasse ich den Index 2 bei o weg.

Eine Substitution 0q:= — T kann eindeutig homomorph zu einer Substitution of:Tq — Tq
auf Typtermen erweitert werden. Die Fortsetzung wird offensichtlich wie folgt definiert:
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Definition 2.8  Typsubstitution auf Typtermen
Wenn o0q:=Z — T eine Typsubstitution, dann ist die Fortsetzung auf Typterme

08 Tq — Tq definiert als:

*(7_) _ { Uﬂ(ak) falls 7 =

(o(m1)...05(T,) te) falls 7 = (7y...7tc)

Statt of schreibe ich auch fiir die Fortsetzung kurz o, wenn die Bedeutung aus dem
Zusammenhang klar ist.

Fiir die Fortsetzung von Typsubstitutionen auf Typterme gilt folgendes Theorem:

Theorem 2.3

Wenn 0g:=Z — Ty eine Typsubstitution und 7 € T, ein Typterm der Klasse £, dann
gilt stets:

oo(1) € Tqy und Isto(oi(1)) < Istg(T)

Beweis: Induktion iiber den Aufbau der Typklassenherleitung TTINFq(7). Der Beweis
verwendet insbesondere die Regularitit und Comonotonie der Signatur Q.

Ein dhnliches Theorem gilt auch, wenn fiir einen Term iiber der Typsignatur ; die Klas-
seninferenz bzgl. einer erweiterten Typsignatur 25 durchgefithrt wird. Dieses Theorem ist
wichtig fiir Beweise in Bezug auf Theorieerweiterungen.

Theorem 2.4
Wenn 7 € Ty, , ein Typterm der Klasse k& und ©, C Q,, dann gilt stets:

T € Tq,  und Istg,(7) < Istq,(T)

Beweis: Induktion iiber den Aufbau der Typklassenherleitung TTINFq, (7). Der Beweis
verwendet wieder die Regularitdt und Comonotonie der Signatur .

Fiir die Definition von Signaturen benétige ich noch das Konzept der eingeschrinkten Typ-
signatur £ \ k. Diese entsteht aus der Typsignatur £, indem man alle Typkonstruktoren
entfernt, die in ihren Aritdten eine Klasse &' verwenden, die von k abhdngt, d.h. fiir die gilt
E <k

Definition 2.9  Fingeschrinkte Typsignatur

Sei @ = (K,<,TC) eine Typsignatur und k£ € K. Dann ist die eingeschrankte Typsi-
gnatur © \ k definiert als:

O\ k= (K, <, TC\ k)
wobel

TC\k=TC\A(te,[e1,...,¢.),¢) | T& € {ery..yen,cb B <k}

Man beachte, dafl obige Definition nicht das Auftreten von Typvariablen einer Klasse k' < k
in Typtermen 7 € Tqy; verbietet. Diese Sonderfélle werden an den entsprechenden Stellen
durch zusitzliche Bedingungen ausgeschlossen.
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2.3.2 Signaturen und Terme

Aufbauend auf den Begriffen fiir Typsignaturen und Typterme kénnen wir jetzt den Begriff
der Signatur X einfiithren. Die Signaturen von HOLC unterscheiden sich von den Signaturen
der normalen HOL-Logik insofern, als daf} sie einen dritten Parameter haben, der es gestattet,
gewisse Konstanten als charakteristisch fiir eine Klasse auszuzeichnen.

Definition 2.10  Signatur
Fine Signatur ¥ = (,C, K9) ist ein Tripel, das folgende Eigenschaften erfiillt:

El: @ =(K,<,TC) ist eine Typsignatur
E2: ¢ C CID x Ty ist eine endliche Abbildung von Konstantennamen in Typterme.
Sie kodiert die Menge der getypten Konstanten der Signatur. Da C eine endliche

Abbildung ist, hat jede Konstante einen eindeutigen Typ. Statt der Paarnotation
(c,7) verwende ich fiir die Konstanten auch die Schreibweise ¢:7.

E3: KS = (K S¢)rex ist eine K-indizierte Familie von charakteristischen Konstanten
mit (J,cx K5 C C. Fiir jedes k& € K heifit K5;, die Menge der charakteristischen
Konstanten der Klasse k.

Um die in Abschnitt 2.2 vorgestellte informelle Semantik der Typklassen zu reflek-
tieren, werden an die Typen der charakteristischen Konstanten in der Menge K .5}
weitere Anforderungen gestellt:

E3.1: Fiir jede Klasse k € K gibt es eine Typvariable ay, die sogenannte Klassenva-
riable der Klasse k, so daf fiir alle Paare (¢,7) € K5} gilt:
TV(r) = {as}
In den Typen der charakteristischen Konstanten der Klasse & kommt also
genau eine Typvariable vor, und zwar immer die Klassenvariable ay.
E3.2: Weiterhin gilt fiir die Typen 7 in den Paaren (¢, 7) € K S, dafl sie bis auf die
Klassenvariable aj unabhingig von der Klasse k sind, d.h.:
T E Tﬂ\k
Diese Bedingung ist wichtig fiir die schichtweise Definition der Semantik von
Typklassen.
E4: Die Signatur ¥ enthilt die Minimalsignatur Xy, = (100> C Miny K9 1) als Teil-
signatur (i.Z. ¥, C X). Die Teilmengenbeziehung ist wieder komponentenweise
gemeint. Die einzelnen Komponenten von Xy, sind wie folgt definiert:

Qurin = siehe Definition von Typsignaturen
Cuin = {
— :bool = bool = bool,
= Qtop = Qtop = bool,
e:(agop = bool) = bool
}
I(SMz'n =0
Die Konstante — :bool=- bool = bool steht fiir die logische Implikation,
die polymorphe Konstante = :atop = apop = bool fiir die Identitdt und
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e:(aop = bool) = bool ist die polymorphe Konstante fiir den Hilbert-schen Aus-
wahloperator.

Die Menge K .Sy, ist leer, was bedeutet, dafl es fiir die Klasse top, die in der
minimalen Typsignatur €, als einzige Standardklasse enthalten ist, keine cha-
rakteristischen Konstanten gibt.

Die Bedingungen E3.1 und E3.2 schrinken das Klassenkonzept stirker ein, als es zum Beispiel
in der funktionalen Programmiersprache HASKELL [HJW92] der Fall ist. Der Grund fiir die
Einschriankung liegt in der von mir verwendeten semantischen Modellierung von Typklassen.
In meiner Modellierung werden die Instanzen einer charakteristischen Konstanten fiir einen
speziellen Typ stets durch Elemente einer Menge des zugrundeliegenden Mengenuniversums
interpretiert, sie diirfen also nicht von weiteren Typen abhidngen. Dies vereinfacht die Kon-
struktion der Semantik von Klassen erheblich, weil damit polymorphe Funktionen nicht als
sogenannte ‘first-class citizens’ behandelt werden miissen. Zudem besteht kein Grund, das
Klassenkonzept komplizierter zu machen, als es unbedingt notwendig ist. Das von mir verwen-
dete Konzept der Typklassen hat sich fiir die Entwicklung der Logik HOLCF als hinreichend
méchtig erwiesen. Fine ausfiihrliche Beschreibung der Modellierung von Klassen findet sich
in Abschnitt 2.4.

Aufbauend auf der Definition fiir Signaturen werde ich jetzt rohe Terme (raw terms, preterms)
und dann wohlgeformte Terme iiber einer Signatur X einfithren. Ich werde dabei nicht nur
explizit getypte Terme, sondern auch teilweise getypte Terme zulassen, wie es der Praxis ent-
spricht. Allerdings wird jedem teilweise getypten Term ¢ durch einen Typinferenzalgorithmus
in eindeutiger Weise ein vollgetypter Term ' zugeordnet, die sogenannte dekorierte Variante
des teilweise getypten Terms ¢. Fiir die Definitionen der Semantik und des Deduktionssystems
werden nur vollgetypte, d.h. dekorierte Terme, verwendet. Die Moglichkeit, Typinformation
in Termen wegzulassen, ist eine reine Schreiberleichterung fiir den Benutzer, und die fehlende
Typinformation wird immer vom Typinferenzalgorithmus ergdnzt. Man kann also genau die
Typinformation weglassen, von der man weifl, dafl sie vom Typinferenzalgorithmus erginzt
wird. Explizit getypt wird nur dann, wenn es die Lesbarkeit der Terme erhéht oder wenn die
errechnete Typinformation allgemeiner wire, als die erwiinschte.

Definition 2.11  Rohe Terme RTyx iber Signatur X

Sei eine Signatur ¥ = (Q,C, K.5) und die am Anfang des Abschnitts eingefiihrte Menge
¥ von Termvariablen gegeben. Die Menge der rohen Typterme RT'y, iiber der Signatur
Y ist dann durch folgende induktive Definition gegeben:

RT == ¢ falls c:e € C fiir beliebiges e € Ty
c:T falls c:e € C fiir beliebiges e € T und 7 € Ty
x falls t € ¥
T falls . € ¥ und 7 € Ty

(RT,RT,)
(Az. RTY) falls 2 € ¥
(Az:7. RTy) fallsz € ¥ und 7 € Ty

Die Menge der Typvariablen in einem (rohen) Term ¢ wird wie schon bei Typtermen mit
TV (t) bezeichnet und kann auf offensichtliche Weise aus den in ¢ vorkommenden Typtermen
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7 berechnet werden. Aus dem Kontext ist stets klar, ob bei Verwendung von T'V(¢) ein Term
oder ein Typterm gemeint ist.

Die Menge der frei vorkommenden Termvariablen in einem (rohen) Term ¢ wird mit F'V(t)
bezeichnet, die Menge der gebundenen Variablen mit BV (t). Die Definitionen fiir F'V(¢) bzw.
BV (t) erfolgt auf die fiir A-Terme iibliche Weise und wird hier nicht wiederholt.

Fiir die induktive Definition der wohlgeformten Terme verwende ich wie iiblich [Mit90, Mit93,
Nip91] einen Kalkiil (term formation calculus). Da Termvariablen durch die A-Abstraktion ge-
bunden und dadurch verschattet werden kénnen, benotigt man einen Kontext fiir die aktuelle
Typisierung der frei vorkommenden Termvariablen, der dynamisch wachsen und schrumpfen
kann.

Definition 2.12  Typkontext I' dber Signatur X

Fin Typkontext I' iiber der Signatur ¥ = (2,C, KS) und den Termvariablen aus ¥
ist eine endliche Abbildung I':¥ — Ty, die die aktuellen Typannahmen fiir die freien
Variablen kodiert. Fiir die einzelnen Paare der endlichen Abbildung schreibe ich x:7.

Definition 2.13  Wohlgeformte Terme Ty dber Signatur X

Die Menge der wohlgeformten Terme Ty iiber der Signatur ¥ = (Q,C, KS5) ist eine
Teilmenge von RTy und wird mit Hilfe einer induktiv definierten Relation

> Q(W%TQ)XRTEXTQ

charakterisiert.

Die Aussage (I',¢,7) €> heifit dabei:

Wenn man fiir die freien Termvariablen im Term ¢ annimmt, daf} sie gem&s
dem Typkontext I' = {xy:7,...,2,:7,} getypt sind, dann hat der Term ¢
den Typ 7

Die induktive Definition der Relation > ist durch das folgende Ableitungssystem (term
formation calculus) gegeben. Statt (I',¢,7) € schreibe ich, der iiblichen Konvention
folgend, I' > t:u:T.

falls cre € C mit TV(e) ={ay,...,a,},n >0
und es gibt Substitution o = {a; — 7,...,a, — 7, }
sodaB o(e) =7

(COHSt ) m

(typed_const) { Bedingung wie bei (const)

D> et

Bemerkung: Hier wird der Schemacharakter von c:e € C' deutlich. Jede Instanz o(e)
des Typschemas e € T mittels einer Typsubstitution & fiithrt zu einem wohlgeform-
ten Term. Wenn speziell TV (e) = (J, dann ist c:e keine polymorphe Konstante. Bei
der Formulierung der Substitution o habe ich statt der ausfiihrlichen Schreibweise a;;,
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kurz a; geschrieben, da in diesem Zusammenhang die Klasse k;, zu der a;;, gehort,
uninteressant ist.

typed_
(typed-var) {z:t} > 2:iTur

I tor
(weak) -
Wulsyp> tur

Bemerkung: Der Kontext I's mufl natiirlich so geartet sein, dafl I'; U I'; wieder ein
Kontext ist (rechtseindeutig). Das gilt auch fiir alle anderen Regeln, bei denen Kontexte
vereinigt werden.

' o= 7m Ty houm
Fl U Fz > (tltz)::Tz

(app)

Fv{z:m}po tum
I'> (Az.t)um = 7

(abs)

{falls x:m &1

Fv{z:m}p> tum
I's> (Ae:m.t)om = 1

(typed_abs) {falls z:T ¢l

Aufbauend auf diesem Kalkiil wird die Menge 7'y, ; der wohlgeformten Terme vom Typ
T jetzt definiert als:

Ts,={t|esgibtI'und rsodaBI'> tu7}
Die Menge aller wohlgeformten Terme Ty ist die Vereinigung {iber alle 7 € Tgq:

Ts= |J Ts.
TETQ

Im folgenden muf ich 6fters Typsubstitutionen o:=Z — Tq auf die Typtermanteile in Kontex-
ten, Termen bzw. ganzen Herleitungen anwenden. Die diesbeziiglichen Erweiterungen sind in
offensichtlicher Weise {iber den Aufbau der jeweiligen Struktur definiert und seien hier nicht
besonders aufgefiihrt. Auch die Erweiterung der Substitution o bezeichne ich stets wieder
mit o.

Der Unifikationsalgorithmus UNIFY o und der Typinferenzalgorithmus TINFy, die ich beide
gleich beschreiben werde, bendtigen wihrend der Arbeit immer wieder frische Typvariablen,
die noch niemals benutzt wurden. Will man die Bereitstellung von garantiert neuen Typva-
riablen funktional in die Algorithmen einbauen, so ergibt sich daraus ein erheblicher und nicht
trivialer Kodierungsaufwand. Eine solche rein funktionale Losung wird in [NP93] vorgestellt.
Fiir meine knappe Behandlung der Unifikation und der Typinferenz in diesem Abschnitt werde
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ich mich jedoch, wie auch viele andere Autoren, auf die Annahme beschrinken, daf} zu je-
dem Zeitpunkt wihrend der Abarbeitung der Algorithmen fiir jede Klasse k € K eine frische
Typvariable existiert. Diese werde ich stets mit new, bezeichnen. Eine solche Annahme ist
durchaus realistisch, da in konkreten Implementierungen neue Variablen durch eine Funktion
New(k) generiert werden kdnnen, die an einen, fiir den Benutzer verbotenen, Standardva-
riablennamen den Wert eines lokalen Z&hlers anhdngt. Dieser Zdhler wird bei jedem Aufruf
inkrementiert. Die Funktion New arbeitet dabei natiirlich mit einem Seiteneffekt, was zu
einer nicht mehr ganz funktionalen Implementierung fiihrt.

Der Unifikationsalgorithmus UNIFY g, den ich hier pridsentiere, ist bis auf eine minimale
Anderung identisch mit [Nip91]. Der Unterschied besteht lediglich darin, daf mein Unifika-
tionsalgorithmus im Aufruf neben den Unifikationspaaren noch eine zusétzliche Menge von
schreibgeschiitzten Typvariablen als Argument erhélt. Die Substitution, die UNIFY g als all-
gemeinsten Unifikator berechnet, bildet diese Typvariablen stets identisch in sich selbst ab.
Uber diesen Mechanismus wird die vom Benutzer explizit angegebene Typinformation in den
Termen unveridndert iibernommen und somit respektiert.

Die Aufgabe des Unifikationsalgorithmus UNIFY o 148t sich wie folgt beschreiben: Sei R eine

endliche Menge von schreibgeschiitzten Typvariablen und £ = [(11,7]),...,(T,, T,)] eine Liste

von Unifikationspaaren. Der Algorithmus UNIFY (R, E) soll, falls dies iiberhaupt méglich
ist, eine (allgemeinste) Typsubstitution o berechnen, so daf fiir alle Paare (7, 7/) in der Liste
E gilt: o(r;) = o(7/). Weiterhin sollen alle Typvariablen a; € R identisch abgebildet werden,

d.h. o(ay) = ay.

Definition 2.14 Ordnungssortierte Unifikation UNIFY (R, F) nach [Nip91]

Sei = (K,<,TC) eine Typsignatur, R C = eine endliche Menge von schreibgeschiitz-
ten Typvariablen (read only variables) und F = [(7,7]),...,(Tn,7,)] eine Liste von
Unifikationspaaren. Der Algorithmus UNIFYo(R, E') wird iiber ein Termersetzungssy-
stem =g g definiert. In der nachfolgenden Beschreibung steht e :: [ fiir das Anfiigen des

Elements e an die Liste [, und [, @[, steht fiir die Konkatenation der Listen /; und [5:

o falls (E,0) =qr ([],0)

fail sonst

UNIFY (R, E) = {

Das Termersetzungssystem (Fq,01) =q g (F2,02) ist definiert wie folgt:
(vv) (o =ap) : E,0) =qr (F,0)

(tv) ((t=ay)E,0) =qr (g =7) 2 E,0)
fallst¢ ZE\ Rund oy, € =\ R

(vt) (o =7): E,0) =qr (0(L),000)
falls o, € 2\ Rund oy € TV(7)
wobel ¢ = weakq r(T, k)
und 6 = o U {a; — (1)}

(tt) ((m...7pte=7{...T)tc) 2 E,0) =qr ([mn=1{,....7 = 7,]QF, 0)
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Im Fall (vv) sind die Variablen gleich und es ist nichts zu tun, im Fall (tv) werden
die Positionen getauscht, falls 7 keine schreibbare Typvariable ist und «aj schreibbar
ist. Der Fall (tt) verlagert das Unifikationsproblem auf Teilterme. Der Fall (vt) ist
der interessanteste. Hier wird eine Substitution fiir «; erzeugt, falls «a; schreibbar
ist und nicht in 7 vorkommt (occurs check). Vorher miissen jedoch die schreibbaren
Typvariablen in 7 so durch kleinere neue Typvariablen ersetzt werden, damit ein Term
der Klasse k entsteht. Diese Abschwichung wird durch die Substitution weakq r(7, k)
vorgenommen. Die Funktion weakq p berechnet, falls moglich, eine Substitution fiir
schreibbare Typvariablen in 7, so dafl weakq g(7,k) € Tq ;. Die Funktion weakq g wird
ihrerseits iiber eine Hilfsfunktion wgq g berechnet:

weakq g(T, k) = wa r([(T, k)], 0)

Die Hilfsfunktion wg g ist definiert wie folgt:

wa,r([],0) =0
wgq r(ps,0) falls £ < k'
wa r(0'(ps), 0 00) fallsk £ k' und 8, € Z\ R
wa r((By, k') ps,0) = und glb(k, k") definiert
Dabei ist 6 = B; — new gy,
fail sonst

wQ,R([(Tlv kl)v sty (Tnv kn)]@psv 0)
falls mazdom(te, k) definiert
und mazdom(te, k) = [ky,..., k]

fail sonst

wo r((T1 ... Thte, k) i ps,0) =

Die Hilfsfunktion ¢lb ist dabei definiert als:

k falls maz(ky N ks) = {k
glb(k1, k2) :{ fail sonst h =1

Theorem 2.5  Figenschaften von UNIFY g
Der Algorithmus UNIFY g hat folgende Figenschaften

1. UNIFYq ist korrekt, d.h. wenn UNIFYq(R,E) = o, dann gilt o(7;) = o(7]) fiir
alle Paare (7, 7/) in F.

2. UNIFY g berechnet den allgemeinsten Unifikator, d.h. wenn es einen Unifikator &
fiir £ gibt, dann gibt es stets eine Substitution o', so dafl & = 0’0 UNIFYq(R, F).

3. UNIFY g respektiert die schreibgeschiitzten Typvariablen, d.h. wenn
UNIFY (R, E)= 0, dann gilt o(a) = a fir alle a € R.

Beweis: I'iir die ersten beiden Behauptungen siehe [Nip91] und weiterfiithrende Literatur.
Die letzte Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition fiir UNIFY .
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Mit Hilfe des Unifkationsalgorithmus UNIFY o kann jetzt leicht ein Typinferenzalgorithmus
TINFy fiir wohlgeformte Terme formuliert werden. Im Gegensatz zu den meisten Typin-
ferenzalgorithmen berechnet der hier vorgestellte Algorithmus nicht nur den allgemeinsten
Typ eines Terms, sondern liefert eine komplette Typherleitung fiir die Wohlgeformtheit des
Terms. Diese Typherleitung wird dann benutzt, um die dekorierte (vollgetypte) Variante des
wohlgeformten Terms zu berechnen, die ihrerseits zur Definition der Semantik herangezogen
wird.

Der im folgenden priasentierte Algorithmus TINFy berechnet, falls dies iiberhaupt moglich
ist, eine Typherleitung fiir die Wohlgeformtheit des Terms t. Insbesondere wird dabei jeg-
liche explizite Typinformation im Term ¢ respektiert, d.h. der Algorithmus hilt sich an die
vom Benutzer vorgegebenen Typen und vesucht nicht, eine allgemeinere Typinformation zu
berechnen. Die Definition des Algorithmus ist grob an [Mit93] angelehnt.

Definition 2.15  Typinferenzalgorithmus TINF's

Der Algorithmus TINFy, benutzt eine Hilfsfunktion WF'y, g, die als zusétzliches Argu-
ment die Menge der in ¢ vorkommenden Typvariablen erhilt. Diese Typvariablen werden
als schreibgeschiizte Variablen behandelt, und somit wird die explizit in ¢ vorkommende
Typinformation respektiert.

TINFE(t) - WFE,TV(t)(t)

Die Hilfsfunktion WFy, r wird induktiv iiber den Aufbau des rohen Terms ¢ definiert.

(var)

WFys gp(x)={z:p} > xip  where i = newgop

(typed_var)
WFy g(e:r)={a:7} > a:ToT

(const)
WFs gr(c) =
if cieeCmitTV(e)={aly,...,an,},n>0
then
let o ={aly — newyy,...,ang, — newy,}

in 0o cuole)

else  fail

(typed_const)

Whyg g(e:7) =
if cieeCmitTV(e)={aly,...,an,},n>0
then

let o ={aly — newyy,...,ang, — newy,}
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o' = UNIFY o(R,[(5(¢),7)])
in 0> et

else  fail

(abs)
WFy g(Az.t) =
let % = WFg (1)
in
if (z,7)€l for somer
WFy gr(1)

then '\ {(z,n)}> (Azt)uT=p

else

let  p = newop

WngR(t)
IO (@)} & Tip
I'> (Aet)up=p

mn

(typed_abs)
Whs g(Az:7.t) =
let L = WFgg(t)
P> tup ’
in
if  (xz,m) €l for some 7
then

let o= UNIFYq(R,[(T,7)])

n U( WFE,R(t) )
'\{(z,7)}> (Az:mt)urm = p
WFyx ()
else i)} tip
I'> (Ae:rt)ur=p
(app)
WFy r(tity) =
et — P WEy ()
Iy tyum R
D,
- - - WF {
Iy > thum W E’R( 2)

= NEWtop
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E=1[(p,p) | Ja.(zx,p) €Ty A(2,p") €T5]
o= UNIFYq(R, (11,7 => pu): E)

o(WFyx gr(t1)) o WFx g(ts))
o(I')Ua(l'y) > o(tity):o(p)

mn
Bemerkungen zum Algorithmus TINFy:

(const): Hier wird der Schemacharakter des Typs e der Konstanten ¢ deutlich. Es wird
jedesmal eine neue Instanz gebildet, wobei die Typvariablen in e durch frische Variablen
der selben Klasse ersetzt werden. Die Substitution o ist die in der Definition 2.13
geforderte Instanz.

(typed_const): Wie auch bei der Regel (const) werden hier zuerst die Schemavariablen
mittels & umbenannt. Dann wird gepriift, ob der explizite Typ 7 eine korrekte Instanz
des Typschemas e ist. Falls die Unifikation eine Substitution ¢’ berechnen kann, so gilt
offensichtlich ¢'(a(e)) = ¢'(7) = 7, da TV(7) C R. Die geforderte Substitution ist also
o' oo.

(typed_abs): Die im if-Fall angewendete Substitution o erzeugt sicher die gewiinschte Her-
leitung fiir Az:7.t, da o(m) = o(7) = 7 wegen TV(7) C R.

(app): Der Kontext o(I'y) U o(I'y) ist sicher wohlgeformt, da evtl. Kollisionen durch die
per Unifikation berechnete Substitution ¢ eliminiert werden. Weiterhin gilt o(m) =

a(1y = ) = (o(72) = o(p)).

Der eben vorgestellte Typinferenzalgorithmus TINFy ist korrekt und vollstindig. Es lassen
sich folgende Theoreme formulieren.

Theorem 2.6  Korrektheit von TINFs,

Wenn der Algorithmus TINF's, angewendet auf den (rohen) Term ¢, nicht mit Fehler
abbricht, dann erzeugt er eine Typherleitung D fiir den Term ¢ gemifl der Definition
2.13, die mit I' > t::7 endet. Insbesondere gilt dann:

te Ty,
FV(t) = FV(I)
TV(t) CTV(T)UTV(7)

Beweis: Induktion iiber den Aufbau des Terms ¢ und Verwendung der Eigenschaften
des Unifikationsalgorithmus UNIFY g.

Theorem 2.7  Vollstindigkeit von TINFy,

Wenn es fiir einen (rohen) Term ¢ eine Typherleitung D’ gibt, die mit IV > ¢::7" endet,
dann findet auch der Algorithmus TINFyx eine Herleitung D, die mit I' > ¢::7 endet.
Insbesondere gibt es auch eine Typsubstitution ¢, so dafl o(7) = 7/ und o(I') C I". Der
Algorithmus TINFyx berechnet also eine allgemeinste Herleitung und einen allgemein-
sten Typ (principal type).
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Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen, dafl in der Her-
leitung D’ die Regel (weak) nur angewendet wird, falls dies unbedingt notwendig ist,
das heifit so spit wie moglich. Eine diesbeziigliche Normalisierung der Herleitungen ist
immer moglich. Induktion {iiber den Aufbau dieser normalisierten Herleitung D’ liefert
dann das gewiinschte Resultat. Dabei werden natiirlich wieder die Eigenschaften des
Unifikationsalgorithmus UNIFYq eingesetzt.

Die obigen Theoreme geben Anlafi zu folgender Definition.

Definition 2.16  Generischer Typ, generischer Kontext, generische Herleitung

Wenn der Algorithmus TINF's, angewendet auf den (rohen) Term ¢, nicht mit Fehler
abbricht, sondern eine Typherleitung D erzeugt, die mit I' > ¢::7 endet, so heifit D
die generische Herleitung von ¢ (i.Z. GDx(t)). Der Kontext I' heifit generischer Kon-
text von ¢ (1.Z. GCx(t)), und der Typ 7 heifit generischer Typ von ¢ (i.Z. GTx(1)).
Statt ‘generisch’ verwende ich bisweilen auch ‘allgemeinst’(principal). Wenn es aus dem
Zusammenhang klar ist, dann lasse ich den Index Y weg.

Der Algorithmus TINFy berechnet, falls moglich, fiir einen Term ¢ eine generische Herleitung
D. Wihrend der Typinferenz wird die vollstindige Typinformation fiir alle Teilterme von ¢
berechnet. Diese Information, zu der inshbesondere alle Instanzen von Konstanten und Typen
von freien und gebundenen Variablen z&hlen, wird allerdings nicht im Term abgespeichert,
sondern bis auf die Typen der freien Variablen, die durch den generischen Kontext I' erhélt-
lich sind, wieder vergessen. In der Praxis, etwa im Isabelle-System, wird dies natiirlich nicht
so gehandhabt, sondern dort wird wiahrend der Typinferenz schrittweise eine vollgetypte Va-
riante, die sogenannte dekorierte Variante, des Terms ¢ erzeugt, in der alle Vorkommen von
Konstanten und freien bzw. gebundenen Variablen explizit getypt sind.

Der Einfachheit halber habe ich die Dekoration der Terme nicht in den Typinferenzalgo-
rithmus eingearbeitet, sondern schalte die Dekorationsphase als zweite Phase nach. Meine
Vorgehensweise unterscheidet sich von der in der Literatur [Mit93, Jon91] iiblichen dadurch,
daB mein Typinferenzalgorithmus schon teilweise getypte Terme als Eingabe akzeptiert und
diese partielle Typinformation auch respektiert. Bei der herkémmlichen Formulierung des
Typinferenzproblems [Mit93] geht man davon aus, dafl die Eingabe ¢ keinerlei Typinforma-
tion enthdlt und erzeugt dann wihrend der Typinferenz eine Herleitung fiir eine vollgetypte
Variante ¢, so daff nach Entfernen (erase function) sdmtlicher expliziter Typinformation in #
gerade wieder ¢ entsteht. Diese Charakterisierung der Typinferenzaufgabe ist bei Behandlung
von teilweise getypten Termen natiirlich nicht mehr méglich.

Bei den Definitionen fiir Theorien, der Semantik und des Deduktionssystems werde ich mich
ausschliefilich auf vollgetypte Terme beschrinken, da in diesem Zusammenhang die Verwen-
dung von nur teilweise getypten Termen nicht sinnvoll erscheint. Es folgen jetzt die Defini-
tionen fiir die Dekoration von Termen und die Teilmenge der vollgetypten Terme.

Definition 2.17  Dekoration von Termen

Sei t € Ty ein wohlgeformter Term. Seine explizit getypte Variante (dekorierte Va-
riante) dec(t) ist der Term, der am Ende der dekorierten Herleitung DEC(TINFx(t))
steht. Der Algorithmus DFEC fiir die Erzeugung der dekorierten Herleitung ist iber den
Aufbau der Herleitung D = TINFx(t) definiert.
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Fall (const) mit D=0 cu:T
DEC(D)=0r1 cituT

Fall (typed_const) mit D =01 c:7u7
DEC(D) = D

Fall (var) mit D= {(z,7)} > au7T
DEC(D)={(z,7)} > a:7uT

Fall (typed_var) mit D = {(2,7)}> a:ruT

DEC(D)=D
D,
Fall kK)mit D=—""—
all (weak) mi ' tur
DEC(D) =
D1y
let ———— = DFEC(D
¢ I'i> tor C( 1)
) DEC(Dy)
m o —
I'> ¢t
D, D,

Fall it D= ——F——
a (a‘pp) mi I > (tltz)::Tz

DEC(D) =
D1
let = DEC(D
‘ I tiom=mn (D)
Do
—— = DFEC(D
Iy thun (D2)

DEC(D,)  DEC(D,)

i I'> (thth) 7

D,

Fall (ab it D=
all (abs) mi I'> (Aet)um =

DEC(D) =



2.3 Syntax von HOLC 53

Do
Fv{z:m}po t'um

DEC(D,)
I'> (Az:mt)urm = 7

let

= DEC(D;)

mn

D,

Fall (typed_ab it D=
all (typed_abs) mi I'> (Ae:imt)om =

DEC(D) =

DlO

let
‘ Fv{z:m}ipo tum

= DEC(D;)

DEC(D;)

T > (Az:mt)um = T

Die dekorierte Variante dec(t) des teilweise getypten Terms ¢ wird definiert als:

dec(t) =
let D = DEC(TINFx(t))
¢ ' t'or =
it

Nun kann die Teilmenge DTy der dekorierten Terme definiert werden.

Definition 2.18  Dekorierte Terme DT's;

Die Teilmenge der dekorierten Terme DT'y; ; vom Typ 7 ist definiert als:
DTE,T = {t | t € TE,T A dec(t) = t}
Die Menge aller dekorierten Terme ergibt sich durch die Vereinigung iiber alle 7:

DTs= |J DTy,
TETQ

Als néchstes fithre ich den Begriff der Formel ein. Wie in HOL iiblich, wird die Menge der
Formeln durch alle Terme vom Typ bool gebildet. Da in Theorien aber nur vollgetypte Terme
eine Rolle spielen, ist die Definition der Formeln auf vollgetypte Terme eingeschriankt.

Definition 2.19  Formeln
Die Menge der Formeln FORM 5 iiber der Signatur ¥ ist definiert als:

FORMs = DT

2, bool
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Um in den folgenden Abschnitten die Terme lesbarer zu machen, fithre ich nun noch kurz eine
bequemere Schreibweise fiir die speziellen Konstanten der Standardsignatur Xy, ein. Sie ent-
spricht der Schreibweise im Isabelle-System, wo fiir Konstanten beliebige Mixfix-Schreibweisen
vereinbart werden kénnen, die dann vom System automatisch in die interne und offizielle Form
iberfiihrt werden. In der rechten Spalte sind die Prioritdten fiir die Auflosung der Mixfix-
Schreibweise angegeben. Durch die Zuordnung von Prioritdten lassen sich viele Klammern
sparen. Die technischen Details zu dieser Art von Prioritdtsgrammatiken kénnen in [Pau94]
nachgelesen werden. In der nachstehenden Tabelle lasse ich wieder die explizite Typinforma-
tion weg, die Terme seien aber trotzdem mittels dec vollgetypt.

Extern | Intern Mixfix-Prioritdt
Implikation ty — t3 | (( — t1)t2) | Rechts 25
Identitat ty =1t | (( =t)tz) | Links 50
Hilbert-Deskriptor | ez. P | (¢(Az. P)) | Binder 10

Jetzt ist fast alles eingefiihrt, was zur Definition des Begriffs der Theorie in HOLC benotigt
wird. Eine letzte vorbereitende Definition ist noch notwendig, um die Signatur einzu-
schrianken, iiber der die charakteristischen Axiome einer Klasse gebildet werden. Die cha-
rakteristischen Axiome der Klasse k € K sollen bis auf die charakteristischen Konstanten der
Klasse k unabhédngig von der Klasse & und all ihren Teilklassen sein, damit eine schichtweise
Einfiihrung von Klassen moglich ist.

Definition 2.20  FEingeschrinkte Signatur ¥\ k

Sei ¥ = (Q,C, KS) eine Signatur und k # top. Die Komponenten der bzgl. der Klasse
k € K eingeschrinkten Signatur ¥\ k= (Q\ k,C \ k, K5\ k) sind definiert wie folgt:

Q\ k ist bekannt aus Definition 2.9
C\k={c:treC|reTau AN((TV(T)NUp<i Ep # 0) = c:7 € K53)}

KS\k=(KSy)rernr gk

Bemerkung;:

Mit obiger Definition gilt insbesondere, dal K5, C C \ k und dai KS; ein Element der
Familie K5\ k ist. Die etwas umstidndliche Bedingung bei der Mengenkomprehension ist
notwendig, weil 7 € Tqy, nicht ausschliet, dafl 7 Typvariablen einer Klasse &' mit & < k
enthilt.

2.3.3 Theorien

In diesem Abschnitt wird der Begriff der Theorie eingefiihrt.

Definition 2.21  Theorie
Fine X-Theorie Th = (¥, Az, KAz) ist ein Tripel mit folgenden Figenschaften:
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El: ¥ =(Q,C, K5)ist eine Signatur.

E2: Ax C FORM ist eine endliche Teilmenge von Formeln, den sogenannten Axiomen
der Theorie.
Bemerkung: Die Axiome diirfen freie Variablen enthalten. Diesem Umstand wird
bei der Definition von Modellen und im Deduktionssystem Rechnung getragen.

E3: KAz = (KAxzy ek ist eine K-indizierte Familie von Axiomen. Dabei gilt:

E3.1: Upex KAz, € Ax. Die Mengen KAzj dienen also nur dazu, um gewisse
Axiome aus Az als charakteristisch fiir eine Klasse auszuzeichnen. Fiir je-
des k € K heifit KAz, die Menge der charakteristischen Axiome der Klasse k.
Diese Axiome miissen in jedem Typ der Klasse k gelten (siche Semantik).

E3.2: Die Signatur der charakteristischen Axiome KAz, wird noch speziell einge-
schriankt. Fiir alle Klassen k& € K gibt es, wie schon in Definition 2.10, jeweils
eine ausgezeichnete Typvariable o) € =, die sogenannte Klassenvariable, so
daf gilt:

Var € KAxy. TV (ax) = {ap} A ax € FORM s\,

Die Bedingung 113 garantiert, dafl die charakteristischen Axiome der Klasse k bis auf die
charakteristischen Konstanten der Klasse unabhingig von der Klasse k£ sind, und dafl genau
eine Typvariable der Klasse k, ndmlich die Klassenvariable ay, in den Typen vorkommt.

Damit sind jetzt alle Begriffe fiir die Syntax von HOLC eingefiihrt. Im nédchsten Abschnitt
werde ich eine darauf aufbauende Semantik fiir HOLC angeben.

2.4 Semantik von HOLC

In diesem Abschnitt werde ich die Semantik von HOLC definieren. Die Semantik von HOLC
basiert auf der Semantik von HOL, wie sie in [GM93] definiert wurde. Um die syntaktischen
Konzepte bzgl. der Typklassen zu reflektieren, waren jedoch einige Erweiterungen notwen-
dig. Die grundlegenden Ideen der Semantik fiir HOLC habe ich ja bereits in Abschnitt 2.2
dargelegt. Hier erfolgt nun die formale Definition.

2.4.1 Modelle fiir Typsignaturen

Zur Interpretation fiir Typterme und Terme ben6tigt man ein Universum von Mengen. Dieses
Universum, das die Grundlage fiir alle Interpretationen ist, entspricht bis auf die zusatzliche
AbschluBeigenschaft (E4) genau dem in [GM93] eingefiihrten. Es wird durch folgende Defini-
tion charakterisiert.

Definition 2.22  Prduniversum PU

Fin Prauniversum PU ist eine Menge von Mengen'?, den sogenannten Trigermengen,
die folgende Abschlufleigenschaften erfiillt.

1%das Universum PU muB wieder die Eigenschaften einer Menge und nicht nur die einer Klasse im mengen-
theoretischen Sinn haben.
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E1: Jedes Element in PU ist eine nichtleere Menge.
F2: Wenn X € PU und Y C X mit YV # 0, dann ist auch YV in PU.

E3: Wenn X € PU und Y € PU, dann ist auch das kartesische Produkt beider Mengen
X xYin PU.

E4: Wenn (X;);e. eine Familie nichtleerer Mengen mit X; € PU fiir alle 7 € w, dann
ist auch das abz&hlbar unendliche Produkt (Il;¢, X;) in PU.

E5: Wenn X € PU, dann ist auch die Potenzmenge p(X)={Y |Y C X} in PU.
E6: Das Prauniversum PU enthilt eine unendliche Menge Inf.

E7: Es gibt eine Auswahlfunktion ch € Iy, py X, die jeder Menge X € PU ein Element
ch(X) € X zuordnet.

Mit Hilfe einer axiomatischen Mengentheorie, etwa der Zermelo-Fraenkel Theorie mit Aus-
wahlaxiom (ZFC), kann die Existenz solcher Prauniversen gezeigt werden. In ZFC lassen
sich dann auch noch die untenstehenden zusitzlichen FEigenschaften von Priuniversen als
Theoreme aus E1-E7 ableiten.

E8: Wenn X € PU und Y € PU, dann ist auch die Menge aller totalen Funktionen Y in
PU. YX bezeichnet dabei wie iiblich den vollen Funktionenraum iiber X und Y.

E9: Es gibt eine zweielementige Menge Two € PU mit Two = {T,F}.

Bis auf die Bedingung E4 entsprechen die Abschlufleigenschaften genau denjenigen, die auch
in [GM93] gefordert werden. Die Forderung E4 wurde von mir aufgenommen, um bei der
Entwicklung von LCF in HOLC auch semantische Bereiche fiir die Lésung von rekursiven Be-
reichsgleichungen zur Verfiigung zu haben. Hier wird ja bekannterweise bei der Konstruktion
des Inversen-Limes eine Teilmenge des unendlichen Kreuzprodukts mit der entsprechenden
punktweisen Ordnung als Teil des Co-Limes benétigt. Die Figenschaft 4 garantiert, daf
der Trager fiir den Bereich des unendlichen Kreuzprodukts zur Verfiigung steht. Mehr dazu
spater im Kapitel 5.

In der informellen Erklarung der Semantik von Typklassen in Abschnitt 2.2 habe ich vereinfa-
chend angenommen, daf} die Interpretation fiir einen Typ 7 in der Klasse k eine mathematische
Struktur X ist, die neben einem Triger cary noch die Interpretationen fiir die charakteri-
stischen Konstanten der Klasse k enthédlt. Fiir die formale Definition der Semantik ist es
jedoch notwendig, die Interpretationen fiir die charakteristischen Konstanten der Klasse k
und all ihren Oberklassen gemeinsam in geeigneter Weise in der Struktur X zu kodieren. Fin
entscheidender Punkt dabei ist, daf} die Definition der fgi-Funktion auch mdéglich sein muf,
wenn die Klasse k& mehrere unmittelbare Oberklassen k; bis &, hat. Es muf} also in irgendei-
ner Weise in der Struktur X kodiert werden, welche Information vergessen werden darf, wenn
man aus der Struktur X in der Klasse k& durch Anwendung von fgt eine Struktur X in einer
der Klassen k; machen will.

Diese Idee der Strukturierung der Interpretationen fiir charakteristische Konstanten wird in
den folgenden Definitionen formalisiert. Zuerst werden die unmittelbaren Oberklassen, d.h.
die direkten Nachfolger bzgl. der Klassenordnung charakterisiert.



2.4 Semantik von HOLC 57

Definition 2.23  Direkter Nachfolger

Sei @ = (K, <,TC) eine Typsignatur und &k, € K. Eine Klasse ky € K heifit direkter
Nachfolger von ky (i.Z. ki~ks), wenn

hy < ko A=(Fk € K. ky <k Ak < ky)

Dabei ist die Ordnung < der irreflexive Anteil der Klassenordnung < mit der offensicht-
lichen Vereinbarung:

ky <ky<= ki <ks Nk #ks

Da K eine endliche Menge von Klassenidentifikatoren ist und < per Definition eine partielle
Ordnung auf K ist, hat die gerade definierte Relation ~+ die Figenschaften einer fundierten
Ordnung. Dies wird gleich durch folgende rekursive Definition ausgeniitzt, die die Kodierung
fiir die Interpretationen von charakteristischen Konstanten festlegt.

Definition 2.24  Konstantenstruktur fir die Klasse k

Sei = (K,<,TC)eine Typsignatur und k& € K. Eine Konstantenstruktur stru fiir die
Klasse k ist ein Paar, dessen Figenschaften durch folgende rekursive Definition gegeben
sind.

Basisfall & = top:
In diesem Fall ist stru das Paar (const, strufam) mit const = () und strufam = (.

Induktionsschritt k # top:
In diesem Fall ist stru ein Paar (const, strufam), so daff folgende Eigenschaften
gelten:

B1: const ist eine endliche Abbildung von Konstantenidentifikatoren aus CID in
die Menge Uxcpry X.

B2: strufam ist eine endliche Abbildung der Menge {k' | ¥’ € K A k~k'} in Kon-
stantenstrukturen, so daf das Bild strufam(k’) jeweils eine Konstantenstruktur
der Klasse k&’ ist.

Eine Konstantenstruktur fiir die Klasse top ist also stets trivial, da es keine charakteristischen
Konstanten zu interpretieren gibt und auch keine Nachfolger da sind.

Wenn die Klasse k nicht top ist, dann sind iiber die Funktion const die Interpretationen der
charakteristischen Konstanten der Klasse k erreichbar. In der obigen Definition wird nur ver-
langt, daf§ const irgendwelche Konstanten in irgendwelche Elemente eines beliebigen Trigers
abbildet. Sobald wir eine Signatur ¥ haben, wird diese Bedingung natiirlich dahingehend
verschirft, dafl genau die charakteristischen Konstanten c¢:7 € K5}, abgebildet werden und
daf} die Bilder typkorrekt bzgl. der Typen 7 sind.

Die Bedingung B1 der obigen Definition zeigt deutlich die Modellierung der Instanzen von
charakteristischen Konstanten. Die Instanz muf} ein Element einer Menge X € PU sein.
Diese Forderung motiviert nachtréglich die syntaktischen Bedingungen E3.1 und 153.2 aus
der Definition 2.10 fiir Signaturen.
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Die Abbildung strufam kodiert eine mit den direkten Nachfolgern der Klasse k indizierte Fami-
lie von Konstantenstrukturen, so dafl unter dem Index &’ gerade immer eine Konstantenstruk-
tur der Klasse k' erreicht werden kann. Uber strufam sind also die Konstantenstrukturen aller
direkten Nachfolger zugreifbar. Wenn k~£’, dann sind in der Konstantenstruktur strufam(k’)
unter der dortigen Komponente const die Interpretation der charakteristischen Konstanten
der Klasse k' kodiert, und unter der Komponente strufam wieder die Konstantenstrukturen
der direkten Nachfolger von k’. Dies geht so weiter, bis man bei Konstantenstrukturen der
Klasse top anlangt, die nicht weiter strukturiert sind.

Wenn man eine Konstantenstruktur der Klasse k; gegeben hat, so kann man immer eine Kon-
stantenstruktur der Klasse ks daraus erzeugen, wenn ky < k3. Man muf} dazu nur irgendeinen
Pfad [ky,..., ko] von k; nach k, berechnen und entlang dieses Pfades iiber sukzessive Anwen-
dung der Funktionen strufam die irrelevanten Anteile vergessen. Hier steckt im Prinzip schon
die Idee der fgt-Funktion verborgen. Damit man aber fgt als Funktion definieren kann, muf}
es egal sein, welchen Pfad von k; nach k3 man dabei auswihlt. Hieraus ergibt sich eine Art
Konfluenzbedingung, die durch die folgenden zwei Definitionen charakterisiert ist.

Definition 2.25  Pfad

Seien ¢;,¢y € K mit ¢; < ¢,. Eine nichtleere Liste von Klassen P = [ky,...,k,] heifit
Pfad von ¢; nach ¢y, wenn:

1. P:[k‘]:>C1:k‘:C2
2. P=(ky:ikyips) = ¢ = ki N ky~ka A (kg 2 ps) ist Pfad von ks nach ¢,

Definition 2.26  Konsistente Konstantenstrukiur

Eine Konstantenstruktur stru fiir eine Klasse ¢; € K heifit konsistent, wenn fiir eine
beliebige Klasse ¢, € K mit ¢; < ¢, und beliebige Pfade p;, p, von ¢; nach ¢, gilt:

fat-path(p,)(stru) = fgt_path(p,)(stru)
wobei

fot_path([k])(stru) = stru
fat_path(ky :: kq :: ps)(const, strufam) fat_path(ks = ps)(strufam(ks))

Fiir konsistente Konstantenstrukturen der Klasse ¢; € K ist es also gleichgiiltig, welchen Pfad
man wahlt, um per fgt_path eine Konstantenstruktur der Klasse ¢, € K mit ¢; < ¢y zu erzeu-
gen. Aus der Definition fiir konsistente Konstantenstrukturen folgt unmittelbar, daf§ das Paar
(0,0) eine konsistente Konstantenstrutkur der Klasse top ist. Im allgemeinen gilt das folgende
Theorem, dessen Giiltigkeit direkt aus der Definition fiir konsistente Konstantenstrukturen

folgt:

Theorem 2.8

Wenn stru eine konsistente Konstantenstruktur der Klasse ¢; € K und p ein Pfad von ¢,
nach ¢, € K, dann ist fgt_path(p)(stru) eine konsistente Konstantenstruktur der Klasse
Co.



2.4 Semantik von HOLC 59

Fiir konsistente Konstantenstrukturen kann man jetzt eine einfachere Vergififunktion fgt
einfithren.

Definition 2.27  fgt fiir konsistente Konstantenstrukturen

Seien c¢q,cy € K mit ¢; < ¢y und stru eine konsistente Konstantenstruktur der Klasse
ci. Die Funktion fgt, . , die aus stru eine konsistente Konstantentstruktur der Klasse
¢y erzeugt, ist dann definiert wie folgt:

fgt., . (stru) = fgt_path(p)(stru)

wobei p ein beliebiger Pfad von ¢; nach ¢, ist.

Fiir je zwei Klasse ¢, ¢y € K mit ¢; < ¢4 ist hiermit also eine Vergififunktion fgtcw2 definiert.
Fiir diese Funktionen gilt auflerdem folgende Konfluenzeigenschaft:

Theorem 2.9  Konfluenz von fgt

Seien ¢y, ¢q,c3 € K mit ¢; < ¢y < ¢3 und stru eine konsistente Konstantenstruktur der
Klasse ¢;. Dann gilt stets:

fgtcl,03(8tru) = fgtc%ca(fgtch%(stru))

Beweis: Die Eigenschaft folgt unmittelbar aus der Konsistenz der Konstantenstruktur
stru.

Mit den obigen Definitionen haben wir die Kodierung fiir die Interpretationen der charakteri-
stischen Konstanten festgelegt. Jetzt kénnen wir die Elemente beschreiben, die die Interpre-
tationen fiir Typen sein werden. Aus der informellen Einfiihrung in Abschnitt 2.2 wissen wir,
dafl Typen der Klasse k als Elemente in einem speziellen Universum fiir die Klasse k interpre-
tiert werden. Diese Elemente, die ich als Strukturen der Klasse k bezeichnen werde, bestehen
aus einer Trigermenge des Prduniversums PU und einer konsistenten Konstantenstruktur
der Klasse k. Bisweilen werde ich die Strukturen der Klasse k& auch als Algebren bezeichnen,
obwohl diese Bezeichnung nicht ganz zutreffend ist, da bei Algebren die Operationen nicht so
hierarchisch strukturiert sind, wie es hier bei den Konstantenstrukturen der Fall ist.

Definition 2.28  Strukturen der Klasse k

Sei k € K. Eine Struktur (Algebra) der Klasse k ist ein Paar X = (car, stru), so daf
car € PU eine Trigermenge und stru = (const, strufam) eine konsistente Konstanten-
struktur der Klasse k ist.

Zur Schreiberleichterung werden folgende Selektoren auf Strukturen vereinbart, die der
Einfachheit halber den selben Namen wie die selektierte Komponente haben sollen. Sei
X = (car, stru) mit stru = (const, strufam), dann wird definiert:

car(X) = car
stru(X) = stru
const(X) = const
strufam(X) = strufam
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Mit der obigen Definition folgt sofort, daf} fiir alle car € PU das Tupel (car,(0,0)) eine
Struktur der Klasse top ist.

Die Vergififunktion fiir konsistente Konstantenstrukturen 148t sich jetzt in offensichtlicher
Weise auf Strukturen fortsetzten.

Definition 2.29  fgt fiir Strukturen

Seien ¢, ¢y € K Klassen mit ¢; < ¢y und sei X eine Struktur der Klasse ¢;. Dann ist

die Vergififunktion fgt definiert wie folgt:

€1,C2

fgte, (X)) = (can(X), fot,, ., (stru( X))

Aus dieser Definition folgt unmittelbar das nachstehende Theorem, dessen Beweise wieder
offensichtlich ist.

Theorem 2.10 Carrier-Lemma

Wenn X eine Struktur der Klasse ¢; und ¢; < ¢4, dann ist fgt
Klasse ¢5. Insbesondere gilt:

car(X) = car(fgt,, ., (X))

(X) eine Struktur der

€1,C2

Alle Strukturen, die {iber fgt ‘in Beziehung stehen’, haben also die gleichen Trigermengen.
Diese Figenschaft wird spéter bei der Interpretation von iiberladenen Typkonstruktoren wich-
tig sein. Aufgrund der Fortsetzung der Funktion fgt auf Strukturen gilt jetzt natiirlich auch
folgender Satz:

Theorem 2.11  Konfluenz von fgt fiir Strukturen

Seien ¢y, 9, ¢3 € K mit ¢; < ¢35 < ¢3 und X eine Struktur der Klasse ¢;. Dann gilt stets:

fot., (X)) = fot., . (fgt., (X))

Beweis: folgt unmittelbar aus der Definition

Jetzt sind alle Begriffe eingefiihrt, die zur Definition von Modellen fiir Typsignaturen 2
benotigt werden.

Definition 2.30  Modelle fir Typsignaturen §2
Fin Mo