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Aufgabe 1

Gegeben ist die Polynominterpretation Py von f
Pi(z,y) = 2° + zy.
Die Terme in der ersten Regel sind
h=f(f(z,y),z) wmd r = f(z, f(y, 2)).
Deren Polynominterpretationen sind
P, (z,y,2) = (2% + 2y)? + (2 + 2y)z = 2* + 22°y + 2%y* + 22 + 2y2
P (z,y,2) =2 + 2(y* + y2) = 2* + 2y + 2yz
Die Terme der zweiten Regel sind
ly = [f(z, [y, 2)) = r und 3 = f(y,y).
Deren Polynominterpretationen sind
P, (z,y,2) = 2* + zy* + xyz und Py, (z,y, 2) = 2y°
Zu zeigen:

1. Va,y,z€ A. P,

—~

x? y? Z)

P, (z,y,z) €A
r,y,z€A=>c>29y#0,2#0 (1)
-(1)= P,(x,y,2) > 2= P,(z,y,2) € A
- (1) = P(x,y,2) >2= P, (x,y,2) € A
- P, =P,
yeA=y>2= P,(r,y,2) >2= P, (x,y,z) € A

2. B,>a P, N P,>s P,

Pll > A Prl g Va:,y,z € A Ph(xayaz)_Pm(may?Z) >0
& Vo, y, 2> 2= ot + 223y + 2%y® + 2%z — 2% —ay? > 0

gilt, da 2%z > 2% fiir 2 > 2,2 # 0
und 22y? > xy? fir o > 2,y #0

P,>4 P, & Vr,y,z € A. P, > P,,(z,y, 2)
& 2 + zy? + xyz > 2y

gilt, da zy? > 2y? fiir x > 2
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Aufgabe 2

a) Drei kritische Paare:
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fg(f(2))) flg(f(g(2))))
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g(f(f(x))) flg(g(f(x))))
9(f(z))
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Nicht lokal konfluent, nicht konvergent.
b) Ein kritisches Paar:

- / | *
h(g(f(x))) f(g*(h*(x)))
\ J

h(f(g*(h(2)))) — f(g(h*(g*(h(2)))))
Lokal konfluent, terminierend (siehe Blatt 7, Aufgabe 2), also konvergent.

c¢) Keine kritischen Paare, also lokal konfluent. Terminierend, also konvergent.

d) Drei kritische Paare:

fx.y) f(z,2)
_ / B /
7/ (x.).a) F(F(x.0).2)
N\ N\
f(x, f(y.a)) f(, f(a,2))
F(F(@.y), f(zw))
- 7 N\
FF (). 2),w) fla, £y, f(z.w))
\ /o

f(f (@, [y, 2)), w)
Nicht lokal konfluent, nicht konvergent.

e) Zwei kritische Paare:



Fiir das zweite kritische Paar siehe vorherige Aufgabe.
Lokal konfluent, terminierend, also konvergent.

f) Vier kritische Paare:

0 s(x + s(y))
~ /! L /! .
0+0 s(x) + s(y) s(s(r +y))
. . /!
0 s(s(z) +y)
s() s(y)
/ B /!
s(z) +0 1 0+ s(y) 7
N\ .
s(x +0) s(0+y)

Lokal konfluent, terminierend, also konvergent.

Aufgabe 3

Ein Reduktionssystem — mit der Eigenschaft
Yy«—ax—2 Ny#z = Ju.y—u<—=z (1)

heisst uniform konfluent.
Sei b eine Normalform von a mit zwei Ableitungen b «— a — b. Es ist zu zeigen,
dass n = m. Hierzu zeigen wir fiir beliebige x

n m . . n—m
w+— 1 — 2’ A w ist eine Normalform = m<n A 2/ —w

per Induktion iiber n.

e n =0: Esgilt w = x, das heisst z ist eine Normalform, und alle von x ausgehenden
Reduktionssequenzen sind von der Lange 0. Also z = 2’ und m = 0.
e n~n+1: Es gelte

n+1 m .
w—— xr — 2’ A w ist Normalform von z

Zu zeigen: m <n—+1 A 2/ Wi):m

Fallunterscheidung;:
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— m =0 : Dann gilt z = 2’ und damit sofort x’ ni10

- m>0:Esgibtyundzmitwiy%x%zm—_%x’
Wenn y # z, dann gibt es nach (1) ein v mit y — u «— z
Wegen w «— y — u und da w Normalform gilt nach IH fiir u:
un—_1>w, also w < » "= &
und damit wieder nach IH:

n_(ijl)w A m—lﬁn,d.h.w(mi?mw Am<n+1

x/

n m—1
Wenn y = z dann wende IH an auf w «— z — 2’ an.

Aufgabe 4

Newmans Lemma: Eine terminierende Relation ist konfluent, wenn sie lokal konfluent ist.

Zu zeigen:
Ein lokal konfluentes, aber nicht konfluentes — terminiert nicht.

Beweis mit Widerspruch:
Sei — lokal konfluent aber nicht konfluent. Wir nehmen an, dass — terminiert.

nicht konfluent = dz mit zwei verschiedenen Normalformen NF; und NF,
= 1z besitzt mindestens zwei direkte Nachfolger: a «— r — b

Wir zeigen zunéchst, dass a oder b selbst wieder zwei unterschiedliche NF besitzen. Dies
fithrt die Annahme der Termination zum Widerspruch, da sich so eine unendlich abstei-
gende Kette von direkten Nachfolgern mit unterschiedlichen NF konstruieren l483t.

Da — lokal konfluent ist, gibt es ein u mit @ — u «— b.

Wir betrachten die Normalform(en) dieses Elements u:
(da — nach Annahme terminiert, besitzt v mindestens eine NF)



X
a LK b

*// \\* *// \\*
4 AW 4 A

u—NF; : b——NFy, A b—u—NF,
= b hat zwei verschiedene NF

uw—NFy : a—NF, A a— u— NF,
= @ hat zwel verschiedene NF

u — NF3 A NF; # NF3 # NF, :
sowohl a als auch b besitzen verschiedene N F

Aufgabe 5
Gegeben: R = {f(g(z)) — ri[z], g(h(z)) — ra[z]}

Gesucht: r{,r,, so dass R konfluent

R besitzt ein kritisches Paar:

ri[h(z)]
- N
f(g(h(x))) Tt
\ /!
S (ra[z])

r1 und ro miissen so gewéhlt werden, dass gilt:
ri[h(x)] =t < f(rafz])

Mit m = g(z) und ry = g(x) ergibt sich:

Damit ist R konfluent.

Aufgabe 6

a) Wir bestimmen zunéchst die kritischen Paare von R:



flg(g(x)))

g(g(f(x))) und f(g(g(z))) sind irreduzibel, also ist R nicht konfluent.

b) Dain R gilt g(g(f(z))) =~r f(g(g(x))), bietet es sich an, R um die Regel
flg(g(x))) — g(g(f(z))) zu erweitern:

R ={f(g(f(x))) — g(x), f(9(g9(x))) — g(g(f(x)))}

Damit ist R’ beziiglich des obigen kritischen Paars konfluent. Es miissen aber nun
die neu entstandenen kritischen Paare (es gibt wieder nur eines) betrachtet werden:



