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Aufgabe 1

Zu zeigen: TRS mit irreduziblen rechten Seiten terminieren.

Fehlanzeige: Man kann nicht einfach argumentieren, dafl die Anzahl der Positionen an
denen eine Reduktion stattfinden kann in jedem Schritt kleiner wird.

Gegenbeispiel: TRS f(¢) - d und b — ¢

Betrachte den Startterm f(b). Hier gibt es genau einen Redex, ndmlich b. Man erhélt:
f(b) — f(c). Jetzt haben wir aber wieder genau einen Redex: f(c) — d

Man sieht an dem Beispiel aber auch, dafl der neu entstandene Redex iiber dem alten
liegt. Das fithrt zu dem nachfolgenden Bewreis.

Beweis: Fiir jeden Term ¢ sind alle in ¢ beginnenden Reduktionssequenzen endlich.
Anschaulich gilt dies, da in jedem Term ¢ nur endlich viele Regeln anwendbar sein kénnen.
Eine Regelanwendung an Position p in ¢ fithrt dazu, dass unterhalb von p keine Regeln
mehr angewendet werden kénnen (da alle rechten Seiten irreduzibel sind und — da sie
keine Variablen enthalten — auch irreduzibel bleiben). Oberhalb von p kénnen sich zwar
neue Regelanwendungspunkte ergeben, dies ist aber nur endlich viele Male moglich, bis
die Wurzel erreicht ist.

Etwas formaler 148t sich die Multimengenordnung zum Beweis der Termination verwen-

den:

Auf der Menge der Positionen in einem Term ¢ besteht die folgende terminie-
rende Ordnung:

p1 < p2 & p1 echt oberhalb von p, (d.h. 3z € NT. pio = py)

Sei P(t) die Multimenge der Positionen in ¢, an denen eine Regel in R an-
wendbar ist. Eine Position p kommt in P(¢) mehrfach vor, wenn an p mehrere
Regeln anwendbar sind.

Bei jeder Anwendung einer Regel [ — r an Position p in t; mit t; — ¢, gilt:

P(t1> > mul P(tg), da P(tg) = (P(tl)—X)UY/\\V/y cY. dx € X. y<x

X ist hierbei die Menge der Positionen, an denen in ¢; Regeln angewendet
werden konnen und in ¢, nicht. X enthélt mindestens die Position p.
Y ist die Menge der Positionen, an denen in ¢, Regeln angewendet werden



konnen und in ¢; nicht.
Falls Y nicht leer ist, gilt fiir alle p’ € Y : p' < p.

Zu jeder Reduktionsfolge existiert also eine Folge von Mengen, die nach der
Multimengenordnung streng monoton abnimmt.

Da diese Multimengenordnung terminiert, miissen auch alle Reduktionsfolgen
terminieren.

U

Aufgabe 2

Alle in ¥ vorkommenden Funktionen sind unér, und die in 7'(¥, V') vorkommenden Terme
lassen sich mit Wortern aus X* identifizieren. Dabei wird eine in einem Term vorkommende
Variable oder das Konstantensymbol d weggelassen. Dies vereinfacht im Folgenden die
Notation.

Sei v; — vy — ... — v; — ... eine Ableitungssequenz. Der Buchstabe a kommt
in allen v; gleich oft vor, und die v; sind von der Form

Win@W A+ + QW; 51 AWy, w;; € (X —{a}) (*)

In einer Ableitung ist die Lénge von w;, durch die Linge von wgy beschrankt. Damit
konnen die erste und zweite Regel nur endlich oft auf das erste a angewandt werden.
Damit ist auch die Lénge von w;; beschrankt, und ebenso die von w;s, . . ., Wi,.

Sei eine Ordnung auf 3 gegeben durch ¢ > b > a. Dann ergibt sich die lexikographische
Ordnung >, auf ¥*. Diese Ordnung ist nicht notwendig terminierend (z.B. b >ox ab >1ex
b >ex - - ), sie ist jedoch terminierend bei beschrankter Wortlange.

Die Ordnung >jexjex ist die von >y induzierte Ordnung auf n-Tupeln von Worten
aus X*. Diese Ordnung konnen wir auf Worte der Form (*) anwenden, indem wir v;
mit (wjo, . .., W) identifizieren. Die Ordnung ist im gegebenen Fall terminierend, da die
Léngen der w;; beschrénkt sind.

Es bleibt zu zeigen, dass die Regeln alle verkleinernd beziiglich >}y 1ex sind. Sei j das
Vorkommen von a in (*) oder das Teilwort, auf das die Regel angewandt wird.

ba(z)) — a(®®*(c(x))): (- wigb, Wi i1y -) Slexiex (- - - Wij, bPcw; j11, . . .), da das Wort
an Stelle j kiirzer und damit kleiner nach >, wird.

cla(z)) — a(b(*(x))): (-, Wiy, Wi i1y ---) Slexex (- - > Wij, bW j11, . . ), ebenso.

c(b(x)) — blc(x)): (oo, wijy - 2) Slexex (-« Wit1 4, - - -), da im Wort an Stelle j ein Vor-
kommen von cb duch bc ersetzt wird, und das Wort damit kleiner nach >, wird.

Aufgabe 3

A: A=N-{0,1}
r®ty = 2o0+y+1
rty = x-y
®, @ sind monoton

A abgeschlossen unter @, ® } = A ist monotone Polynominterpretation



Abgeschlossenheit und Monotonie fiir & und @ auf A miissen gezeigt werden (einfach).
Das Reduktionssystem R terminiert, falls

ll >.A T, 12 >.A T, dh Pll >A P’I‘la Plg >A P’r’z

P, = 2-2e4+y+1)+2+1 = 4o +2y+2+3 >4
P, = 20+ Q2y+2+1)+1 = 2042y+2+2
Vr,y,z € A B (x,y,2) > B, (2,9, 2)

P, = z2-Q2y+z+1) = 2zy+zz+x >4

P, = 2zy+2z+1
Ve,y,z € A. P,(x,y,2) > P (z,y, 2)

Aufgabe 4
Gegenbeispiel: R = {s — a,a — b,b — f(b)}

Algorithmus beginnt mit dem Aufzéhlen aller Reduktionssequenzen fiir die rechte Seite
der 1. Regel s — a:

a — b — f)  —
enthélt a ? enthélt a ?
Problem: Entscheidungsprozedur terminiert fiir die Reduktionssequenzen von a nicht.
Losung: Wie in der Vorlesung besprochen bekommt man ein Entscheidungsverfahren,
wenn man von allen rechten Seiten gleichzeitig beginnt und dann Breitensuche (statt
Tiefensuche) durch diesen Wald macht.



