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Aufgabe 1
a) Definition: o7(z) = 6 (7(z))
i) Domor = {z}, o7 = {z — y}
i) Domor = {z}, o7 = {z — y}
iii) Domor = {z}, o7 = {z — y +y}
b) o7 = 7, wenn VRan(7) N Dom(o) = () und Dom(o) € Dom(7)

77 = 7, wenn VRan(7) N Dom(7) = 0,
d.h. 7 ist idempotent, wenn 7 nur Variablen veréndert, die nicht in VRan(7) vor-

kommen.
Aufgabe 2
Gegeben:
(1) zo(yoz) =~ (xoy)oz
(2) cor = x
(3) rloz ~ e

. *
Zu zeigen: roe +——g

Beweis:

Toe— {3)}
ro(zltoz)— {(1)}
(rox™')ox — {Lemma 1}
eor — {2}

_ *
Lemma 1: zox ! <« ¢

Beweis:

{(2)}

{3)}
(=) tea o (wor™)) — {(1)}
(7)o (@ o (zoa™))) «— {(1)}
() e ((z7 ox)or™)) — {(3)}
(™) o(eoa™)) — {(2)}
() oa™) — {3)}



Aufgabe 3
Gegeben: V ={z} s—;t < s#t N Jo. s=o0(t)

a) Behauptung: —; terminiert.
Beweis:
Sei ¢(t) = [{p|p € Pos(t) At|, # x}| “Anzahl der Funktionssymbole in ¢”
(p(t) = [t| — |Var(t)| funktioniert auch)
Es gilt:

s — 1t = @(s) > p(t), da x das einzige Variablensymbol ist und
wegen s # t die Substitution ¢ die Variable z auf einen Term ab-
bilden muss, der mindestens ein Funktionssymbol enthélt.

© ist somit eine MafBifunktion fiir —;, d.h. — terminiert.

Behauptung: —; ist konfluent.

Beweis:

Vie T(X, {z}) \{z}. t — =z (wéhle o = {z — t})

t
N
t to

= , d.h. — ist konfluent.

0

b) Konfluenz ja (aus einer Variable ldsst sich ja nach wie vor jeder beliebige Term erzeu-
gen), aber Terminierung nein, da z.B. gilt: f(z,y) —71 f(y,x) —71 f(z,y) —71 ...
d.h. —; terminiert nicht mehr.

Aufgabe 4

M>,u N & IXCMY e M(A).
X#ADANN=(M-X)UY ANVyeY. FzeX. 2>y
M>L N & JreMY e M(A.
N=(M-{z})UY ANVyeY x>y
zu zeigen: (>1 )T =>_ ..

»C% Sei My (>! ,))" M,. Es gibt also Multimengen Mj, ... M,_; mit

My >L M >t .

mult mult mult

M,

Zeige My > M, per Induktion iiber n.

2



n = 1: Aus der Voraussetzung My >! .. M, ergibt sich unmittelbar My >0 M
indem man X = {x} wéhlt.
n~»n+ 1: Sei
My> ay >t M S M

mult mult mult mult

Aus der Induktionsvoraussetzung ergibt sich My >, M, also

M, = (My— Xo)UYy, mit Vy € Yp. Jz € Xog.z > y. (%)

1
mult

Ausserdem gilt die Voraussetzung M,, > M, .1, also

My = (M, — {z1}) UYy, mit Vy € Yi. 21 >y, (*%)
1. Fall z; € Y; : Es gilt
My = (Mo — Xo) U (Yo — {21} U YY),

Wegen (x) wissen wir, dass Yy von X, dominiert wird. Wegen (%) und
r1 € Yy gibt es ein 2’ € X mit 2’ > x;, ausserdem gilt nach (xx) fiir alle
y € Y1. 21 > y. Mit Transitivitit von > erhalten wir also auch 2’ > y fiir
alle Elemente y aus Y.

2. Fall z; ¢ Yy: Es gilt
Mpi1 = (Mo — (XoU{a1})) U (Yo U Y1),

wobei x1 die Elemente von Y; dominiert und Elemente aus Xy die Elemente
aus Yy dominieren.

52 Sei M >, N. Also gilt
N=M-X)UY mitVyeY.dJze X.z>y.

Zeige M(>! )TN mit Induktion iiber n = | X]|.

mult

n =1: Es gilt X = {z}, also folgt M >! . N

mult .

n ~» n + 1: Wihle ein 2y € X und definiere die folgenden Multimengen:

X/:X—{Qf()}
Y'={y € Y|z >y}
Y”:Y_Y/

M =(M-X)uYy”"

Damit gilt M >, M’ mit X' und Y”, wobei | X’| = n. Also gilt nach Induk-

tionsvoraussetzung M (>! )M’

Ausserdem gilt M’ >! . N mit {20} und Y’. Wegen der Transitivitit von
()" folat M5,

mult



